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Abstrakt

Prispévek je vénovan piipravé budoucich ucitelli matematiky a obsahuje témata vhodna
k rozvijeni a roz§ifovani jejich znalosti. Pfispévek obsahuje dva feSené problémy ze zahrani¢ni
matematické soutéze Putnam exam (problém vyvazenych trojic a Josephustiv problém). Pii
jejich feseni vyuzijeme mj. dvojkovou pozi¢ni ¢iselnou soustavu.
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NUMBERS THEORY IN PROBLEMS TEACHING

Abstract

The article is devoted to teaching of future teachers of Mathematics and deals with some
topics for deepening and enlarging of their knowledge. The article contains two solved
problems from the international Mathematics competition Putnam Exam (problem of
harmonious triads and Josephus problem). While solving these problems also the binary number
system is used.
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1. Uvod

V soucasné dobé dochdzi v obsahu vyuky na zakladnich Skolach k vyznamnym
zménam, které se tykaji rovnéz vyuky matematiky. Na tuto skute¢nost musi odpovidajicim
zpuisobem reagovat piiprava nejen budoucich uéiteld matematiky na 2. stupni ZS, ale
1 budoucich ucitelt 1. stupné zédkladni Skoly. V matematice je nutné kromé zédkladniho uciva
a potiebného nadhledu k nému poskytovat studentim dal$i témata, kterd nejsou pfilis
vzdalena od osnov $kolské matematiky a kterd mohou rozvijet jejich matematické znalosti
a dovednosti. Soucasné€ je nutné seznamovat studenty s moznostmi pro zdjmovou ¢innost
v matematice a s riiznymi typy matematickych soutézi, a to i na 1. stupni ZS. V tomto
prispévku jsou obsazeny dva feSené problémy ze zahrani¢ni matematické soutéZze Putnam
exam. Tato soutéz Williama Lowella Putnama se poprvé konala v roce 1938 a kazdoro¢né
se ji zucCastiuji zajemci z fad student vysokych Skol v USA a v Kanad¢. Je to naro¢na
soutéz, trvajici Sest hodin. Je rozdélena na dvé ¢asti po tfech hodinach, pficemz v kazdé
Casti fesi studenti Sest problému. Oba problémy, které jsou obsahem tohoto piispévku, maji
tematicky spolecné to, Ze pfi jejich feSeni vyuzijeme dvojkovou pozi¢ni ¢iselnou soustavu.
Ptevody zapisi Cisel z desitkové do dvojkové soustavy a naopak povazujeme za zndmé,
stejné jako ¢iselny obor realnych ¢isel. Oba uvedené problémy jsou pifevzaty z publikace
L. C. Larsona (Larson, 1990), o Josephusové problému je mozno nalézt podrobné;jsi
informace v ¢lanku P. Pavlikové (Pavlikova, 2012) i na www-strankach (Weisstein, 2017).
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2. Problém vyvazenych trojic

Zadani problému: Usporadana trojice (x1, x2, x3) kladnych iraciondlnich ¢isel s vlastnosti
x1 + x> + x3 =1 se nazyva vyvazena trojice, jestlize x; < %, i=1,2,3. Neni-li trojice vyvazena,
tj. existuje prave jeden index j € {1, 2,3} s vlastnosti x; > % (¢isla jsou iraciondlni), provedeme
vyvazovaci operaci V' definovanou takto:

V (x1, x2, x3) = (01, 2, ¥3), kde y; = 2x; v piipad€ i #j, y; = 2x; — 1.

Neni-li trojice (y1, 2, ¥3) vyvazena, provedeme tutéz vyvazovaci operaci znovu. Vede vzdy
tento proces po kone¢ném poctu vyvazovacich operaci V' k vyvazené trojici?

Reseni problému: Uvodem poznamenejme, Ze po kazdém provedeni vyvaZzovaci operace
V bude vzdy platit y1 + y2 + y3 = 1. Bez 4jmy na obecnosti predpokladejme % <x3< 1.
Z ptedpokladu x1 + x2 + x3 = 1 plyne 2x1 + 2x2 + 2x3 = 2, odkud plyne platnost rovnosti

2x1 + 2x2+ (2x3— 1) = 1. S ohledem na definici operace V dostdvame y1 + y> + y3 = 1.
Vyuzijeme dvojkovou soustavu. Cisla x1, x2, x3 vyjadiime ve tvaru:

x1=0,aiaxas ..., x2=0,b1b2b3..., x3=0,c1c2¢3 ... . (D)

kde vSechny cifry a;, b;, c;, i € N jsou bud'to 0 nebo 1. Je-li trojice (x1, x2, x3) vyvaZend, tedy
xi < %, i =1, 2,3, musi nutn¢ platit a1 = b1 = c1 = 0 (nebot’ tato cifra odpovida v kazdém
z r0zvojii mocning 27! = %). Neni-li vyvazend, pak u ¢isla vétsiho nez 0,5 je za desetinnou
carkou Ccislice 1. Nyni ur¢ime, jak se zméni dvojkové zapisy (1) po provedeni vyvazovaci
operace V. Protoze cifry v zapisech danych ¢&isel (1) odpovidaji mocninam 27!, 272,273 24
je ztejmé, Ze nasobeni daného Cisla dvéma vede k posunuti desetinné ¢arky o jedno misto
doprava. V ptipad¢, ze je Cislo mensi nez %, zustava u néj pred desetinnou ¢arkou cislice 0.
Je-li ¢islo vétsi nez % a men$i nez 1 (podle zadani), pak se objevi po vyndsobeni dvéma pied
desetinnou ¢arkou cislice 1. Podle definice vyvazovaci operace V se vSak v tomto ptipadé
¢islo 1 odecita. Provedeni vyvazovaci operace tedy u vSech Cisel dané trojice (1) znamena
posunuti desetinné ¢arky o jedno misto doprava a nahrazeni ¢islice 1 pfed desetinnou ¢arkou
¢islici 0. Plati tedy:
vi=0,aaas.., 2=0,b2b3bs..., x3=0,c2¢3¢4 ... .

Postupné provadéni operace V' pak znamena postupné posouvani desetinné Carky
doprava. Problém se nyni redukuje na zjiSténi, zda po kone¢ném poctu vyvaZzovacich operaci
musi nastat pfipad, kdy vSechna ¢isla ve trojici budou mit soucasné€ prvni €islici za desetinnou
¢arkou rovnu nule. UkaZeme na ptikladu, Ze tato situace vzdy nastat nemusi. Pro dal$i Givahy
je nutno si uvédomit, Ze vzhledem k zadéani (vSechna cisla jsou kladnd iracionalni) musi byt
rozvoje danych cisel v pivodni trojici (1) nekone¢né a neperiodické. Pro konstrukci
protiptikladu ukazujictho mozZnou nekonec¢nost procesu vyvazovani vyuzijeme podminku
x1+x2 +x3 = 1. Soucet jedna lze dosahnout napft. tak, ze ve vyjadreni (1) musi byt pro kazdy
index i € N pravé jedno z Cisel a;, b;, c; rovno 1 a zbylé dvé rovny 0. Po rozvinuti souctu

x1+ x2+ x3 = 1 ve dvojkové soustavé dostaneme za t&chto podminek &islo 0,1 =0,11111...,
které je v desitkové soustavé rovno jedné. Ptiklad vychozi trojice Cisel (1) lze zvolit napf.
takto: Necht a; = 1, pravé kdyz Cislo i je liché prvocislo, v ostatnich ptipadech necht a; = 0.
Necht’ déle Cislo b; = 1, prave kdyz ¢islo i — 1 je liché prvocislo, v ostatnich ptipadech necht’
b; = 0. Nakonec necht’ ¢; = 1, pravé kdyz a; + b; = 0, v ostatnich ptipadech necht ¢; = 0. Zadna
dvé licha prvocisla nenéasledu;ji v fetézci ptirozenych ¢isel bezprostiedné po sobé, proto nikdy
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nemohou byt ¢isla a;, b; pro Zadny pfirozeny index i soucasné€ rovna jedné. Protoze prvocisel
je nekonecné mnoho a jejich rozlozeni v fadé ptirozenych Cisel je zcela nepravidelné, nemuze
byt pti dané volbé indexi zadny z rozvoji ve vyjadieni (1) periodicky. Vychozi trojici ¢isel
volime tedy takto:

x1=0,0010101000101000101000100000101000001000... ,
x2=0,0001010100010100010100010000010100000100... ,
x3=0,1100000011000011000011001111000011110011... .

Z provedenych uvah plyne, Ze tato trojice ¢isel neni vyvazena a proces vyvazovani provadény

postupnymi iteracemi operace ¥ nikdy nemtze skoncit vyvazenou trojici, nebot’ pti postupném

posouvani desetinné carky o jedno misto doprava vzdy bude pravé jedno z ¢isel mit hned za
. w NPT coxr o 1

desetinnou carkou ¢islici jedna, a tedy bude vétsi nez e

3. Josephusuv problém

Obecni formulace: Necht k, n € N, 2 < k< n. Cisla 1, ..., n rozmistime v pfirozeném
usporddani po obvodu kruhu (napf. proti sméru hodinovych ruci¢ek). Prvnich A—1 Cisel
ponechdme beze zmény, pak odstranime ¢islo 4, dale postupné proti sméru hodinovych rucicek
odebirame kazdé k-té Cislo z téch, kterd jesté zlstala. Proces odebirani ¢isel konci, jakmile na
obvodu kruhu ziistane méné nez k Cisel. Oznaéme L(n, k) mnozinu téchto zbylych prvka.
Problémem je urcit vyctem nebo néjak charakterizovat prvky této mnoziny.

Poznamenejme, Ze pro k = n je problém trividlni; mnozina zbylych prvkl L(n, k) ma vzdy
k-1 prvk.

Nyni uvedeme historicky tvod k problému (ptfevzato z Pavlikova, 2012, str. 275).

Josephus Flavius, vlastnim jménem Joséf ben Mattatjah, se narodil v roce 37 n. .
v Jeruzalémé. Pochazel z vysoce postavené rodiny. Jiz od raného mladi byl velmi vzdélany,
mél prehled o Zidovské, recké i Fimské kulture. Kdyz vypuklo Zidovské protirFimské povstani
v Galilei, byl jmenovan jednim z hlavnich velitelii. Proti presile, vedené vynikajicim
Fimskym vojeviidcem Vespasianem, vsak Zidé neméli nejmensi Sanci. V cervenci roku
67 n. 1. byl Josephus spolu se ctyriceti svymi bojovniky obklicen rimskou armadou v vukrytu
pobliz pevnosti Jotapata. Jeho vojdaci se rozhodli vyhnout se zajeti tim, Ze si vezmou Zivot.
Josephus ovsem nesouhlasil a tak na jeho navrh losovali s tim, Ze dalsi vylosovany zabije
predchoziho vylosovaného, a tak budou postupovat tak dlouho, dokud neziistane nazivu jen
posledni z nich, ktery spacha sebevrazdu. O samotném mechanismu losovani nemame
a svého pritele premluvil, aby se spolecné vzdali Rimaniim. Zda jeho preziti bylo dilem
stesteny, projevem bozi vile nebo vysledkem jeho vychytralosti, dnes miizeme pouze
spekulovat.

Pravdépodobné prvni, kdo popis losovani mezi Josephem a jeho muZi okofenil legendou
o rozestaveni 41 muzt do kruhu a jejich postupnou eliminaci, byl Girolamo Cardano (1501—
1576). V jeho spise Practica arithmetice et mensurandi singularis z roku 1539. Za jeden
z prvnich pokusti o ryze matematicky nahled do problematiky rozpocitavacich uloh Ize oznacit
praci Leonharda Eulera (1707—-1783) z roku 1776 (Euler, 1776).

Formulace Josephusova problému z matematického hlediska podle jednoho
z internetovych zdroju je nasledujici (Weisstein, 2017). Josephus byl spole¢né se svymi 40
spolubojovniky uvéznén v jeskyni a obklicen fimskym vojskem. Rad¢ji nez zajeti se rozhodli
volit dobrovolnou sebevrazdu, pficemz postup svého sebezniceni provedli v potadi, které
Josephus navrhnul. VSichni se postavili na obvod kruhu a oc¢islovali se ¢isly od 1 do 41. Kazdy
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tteti potom vzdy postupné volil smrt. Bojovnici ovSem netusili, ze Josephus se svym
nejveérnéj$im pritelem zaujali takova dvé mista v kruhu bojovniki, aby nakonec ziistali zivi
pravé jen sami dva. Jim se nakonec po jejich piidani k Rimantim podafilo zachranit. V fedi
matematiky se jedna o vySe popsany problém pro vychozi hodnoty n = 41, k = 3. Postup
sebevrazd bojovnikd a umisténi Josephuse a jeho pritele ukazuje nasledujici obrazek 1
(Weisstein, 2017).

31 @5 S - 2
6 49 3 1
- ’-l 2 36
7 ey
19 23 41 23
24 40 29
8 a3 39
35 26 38 B
9 =29 3577 11
30 72134 2
20, 313233 2o 12

Obrazek 1. Josephusiv problém pron =41, k=3

Na wvnitini kruznici je zobrazeno ptivodni rozmisténi Cisel od 1 do 41, ¢isla na vn&jsi
kruznici vyjadiuji, kolikaty v potadi bude takto oc¢islovany bojovnik odstranén. Zakrouzkovana
¢isla 16 a 31 na wvnitini kruznici po odebrani vSech ostatnich zlstanou (oznacuji pozice
Josephuse a jeho pfitele).

Nyni se budeme vénovat feSeni popsaného problému. ProtoZe pro & > 2 je feSeni pomérné

slozité a pti ur€ovani L(n, k) se vyuziva komplikovanych rekurentnich vztahii (Pavlikova 2012),
omezime se s ohledem na didakticky tcel tohoto piispévku na ptipad pro k = 2. Z obecné
formulace plyne, ze na kruhu v tomto piipad¢ zlstane nakonec jediny prvek. Z didaktickych
divodt uvedeme nyni upravenou formulaci problému.
Zadani problému: Cisla 1, 2, ..., n rozmistime v pfirozeném uspoiadani po obvodu kruhu (proti
sméru pohybu hodinovych rucicek). Potom odstranime ¢islo 2 a postupné proti sméru pohybu
hodinovych ruc¢icek odebirame kazdé druhé ¢islo z téch, kterd jesté zistala. Necht f(n) oznacuje
posledni Cislo, které zlistane na kruZnici. Naleznéte funkéni pfedpis pro hodnotu f{(n).

Nyni se tedy budeme zabyvat nalezenim vztahu pro pfimy vypocet hodnoty f(n), viz napft.
(Pavlikova 2012), (Weisstein, 2017). Vyuzijeme induktivni postup. Hodnoty f(n) pro n¢kolik
prvnich hodnot z jsou uvedeny v tabulce 1:

Tabulka 1: Hodnoty f(rn) pron=1, ..., 16.

n 1 2 131456 | 7|89 (1011 |12]|13 |14 |15 ] 16
fn)| 1 1 3 1 3 (517 1 305|719 |11 |13 151
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Z tabulky lze usoudit na fakt, ze hodnota f{(n) je rovna jedné, pravé kdyz n je mocninou
¢isla dvé. Piijmeme-li tento fakt za ,,pracovni hypotézu*, je mozno v tabulce pozorovat dalsi
zakonitost. Je zfejmé, Ze pro kazd¢ ptirozené Cislo 7 je jednozna¢né urcena dvojice nezapornych
celych ¢isel m, k s vlastnosti n = 2™ + k, pfiCemz soucasné 0 < k < 2". Vyjadiime-li takto
piirozené Cislo n naseho problému, potom pro hodnotu f{n) plati vztah

fn) =2k+1. (2)
Vztah (2) 1ze dokazat matematickou indukci, viz napt. (Pavlikova 2012), (Weisstein, 2017).

Dalsi zajimavou otazkou nyni je, zda neexistuje vztah pro vypocet hodnoty f(n) ve tvaru
funkcniho predpisu zavisejiciho pouze na Cisle n (vztah (2) vyzaduje vyjadieni Cisla n pomoci
dalsich proménnych). Tento problém jiz nesouvisi s pivodnim problémem Flaviuse Josephuse,
ale jedna se o problém teorie délitelnosti, popt. teorie Cisel. V literature, napt. (Weisstein,
2017), 1ze nalézt feseni. Hledany vzorec je tvaru

fin) =2n+ 1 - 21+lig2nl 3)

kde [lg> n] oznacuje celou ¢ast redlného Cisla /g> n. Poznamenejme, Ze vztahy (2) a (3) jsou
ekvivalentni a davaji pro vSechna pfirozena ¢isla n stejné hodnoty. Dikaz je velmi snadny;
po dosazeni do vztahu (3) plati:

An)=2-2"+k)+ 1 — 21+1g2nd = 20+ 4 o 4+ | —21+[192n] = 2 + 1 nebot plati [Ig2 n] = m.

Nyni jiz méame k dispozici funkéni predpis (3), ktery urcuje Cislo, které zistane po
odstranéni vSech ostatnich na obvodu kruhu. Jako zajimavou aplikaci uvedeme nyni dvoji
mozné vyjadieni tohoto predpisu pro f(n) s vyuzitim dvojkové Ciselné soustavy (Larson, 1990).
Opét s ohledem na ucel prispévku uvedeme pouze feseni, dikaz Ize nalézt v literatute (Larson,
1990). Diikaz je pomé&rné obtizny a zejména u budoucich u¢iteli 1. stupné ZS by mohl vyvolat
1 negativni vztah k matematice.

Jak tedy rychle urcit ¢islo, které jako posledni z rozmisténych n ¢isel zlstane na kruZnici?
Staci ¢islo n rozvinout ve dvojkové soustavé a kazdy koeficient nula v tomto vyjadreni nahradit
pii vypoctu ¢islem —1.

Napt-.:
f17)=/10001)=16-8-4-2+1=3,
f(43)=/(101011)2=32-16+8-4+2+1=23.

Hodnotu f(43) ovéfime i podle vztahu (3). Vime, ze [lg 43] = 5, proto f(43) =86 + 1— 64 = 23.
Cislajsou z kruhu pro n =43 odebirana v tomto potadi: 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20, 22, 24,
26, 28, 30, 32, 34, 36, 38, 40,42, 1, 5,9, 13, 17, 21, 25, 29, 33,37, 41, 3, 11, 19, 27, 35, 43, 15,
31,7, 39.

Vyjadteni hodnoty f{(n) lze provést i jinym, velmi efektnim zptisobem. Cislo # vyjadiime
ve dvojkové soustave jako n = (ak ax-1...a1 ao)2. Hodnotu f{(n) 1ze pak urcit velmi jednoduchym
vyjadienim f(n) = (ak-1 ... a1 aoak)2, tj. prvni ¢islici zleva v zépise Cisla n presuneme na posledni
misto napravo a ostatni ponechame beze zmény. Podobné jako v desitkové soustavé ,,nuly
zleva® mizeme vynechat.

Napt-.:

A17) = f(10001)2 = (00011)> =(11)2 =3,
f(43) =f(101011)> = (10111), = 23.

Diikaz opét uvadét nebudeme, viz napi. Pavlikova, 2012. Oba zplsoby vyjadieni f(n)
pomoci dvojkové ¢iselné soustavy jsou ekvivalentni.
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4. Zavér

V prispeévku jsme demonstrovali feSeni dvou problému. Jednak problému vyvazenych
trojic a jednak tzv. Josephusova problému, kde jsme pro k£ = 2 podali feSeni, jak urcit vyslednou
hodnotu f{(n). Oba tyto problémy, stejné jako mnoho podobnych dalSich, na které v piispévku
nezbylo misto, pochazeji ze zahrani¢ni matematické soutéze Putnam Exam. I z toho je vidét, ze
vhodnost zadavani takovychto problému studentiim je nespornd. I kdyz studenti nenaleznou
uplné feSeni problému samostatné, myslenkové postupy pfi zkoumani zna¢nym zpiisobem
rozvijeji jejich matematické schopnosti. Soucasné si uvédomuji rizné souvislosti, kdy pfi feSeni
jednoho problému vyvstane nutnost fesit problém jiny. Pfi feSeni Josephusova problému pro
hodnoty k& = 2 jsme napt. upozornili na problémy ekvivalentnosti rtiznych vyjadieni hodnoty
f(n). Obtiznym problémem, zasahujicim i do oblasti vypocetni techniky, je feSeni Josephusova
problému pro £ > 2.
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