Palacky University Olomouc, Faculty of Education, Department of Mathematics

e

(&)

[

m ._.._.__u

: e I

o )

o L e B Je I

: G5 g

.m.u .l..l I.A.l .lll 4

D 3l gt g 4t

m . ..m ._fu ..r.u g

> ! L iy S

< ...._..,.....u 4 e i

5 cGd G ahlsg

= PP I ) B J§

e R 1 g ﬁ.m > =5

kS ,...u“u aaﬁu (1 —

2 18, 3 G G halll;

®© N\.\ ._....__...__.;.u b _._...u..u“u =

5 Nop g q ¢ 5§

< \u . 4 > £

© N\ a1t «3 e
.| .| - .|

= Q\\m PP > .__u___“u

S ‘TCIy, "G <<

8 \N Qe 1 <

o Q.Q .__,...u._u o

5 \\ < 3

c . ms .__unu

= Sy, <

5 &mv

2 %

T

e o e e i e o e e e e e e e o e e o e o s

ISSN 2694-8133

Olomouc 2020



Univerzita Palackého v Olomouci

Pedagogicka fakulta

Katedra matematiky
ve spolupraci s

Jednotou Ceskych matematiki a fyziki

pobocény spolek Olomouc

Elementary Mathematics Education Journal

roc¢nik 2, ¢islo 2

2020



Palacky University Olomouc

Faculty of Education
Department of Mathematics

in cooperation with

The Union of Czech Mathematicians and Physicists

Olomouc branch

Elementary Mathematics Education Journal

Vol. 2, No. 2

2020



Elementary Mathematics Education Journal
http://emejournal.upol.cz

Vydavatel: Univerzita Palackého v Olomouci, Pedagogicka fakulta, Katedra matematiky
Zizkovo nam. 5, 77140 Olomouc, Ceska republika

Pi-edseda redakéni rady: David Nocar (Univerzita Palackého v Olomouci, Ceska republika)

Redak¢ni rada: Csaba Csikos (E6tvos Lorand Tudoméanyegyetem, Madarsko), Radka Dofkova
(Univerzita Palackého v Olomouci, Ceskd republika), Jan Gun¢aga (Univerzita Komenského
v Bratislave, Slovensko), Pavol Hanzel (Univerzita Mateja Bela v Banskej Bystrici, Slovensko),
Vlastimil Chytry (Univerzita Jana Evangelisty Purkyn& v Usti nad Labem, Ceské republika), Michaela
Kaslova (Univerzita Karlova, Ceska republika), Eszter Herendiné Kénya (Debreceni Egyetem,
Madarsko), Janka Kopacova (Katolicka univerzita v Ruzomberku, Slovensko), Radek Krpec (Ostravska
univerzita, Ceska republika), Josef Molnar (Univerzita Palackého v Olomouci, Ceska republika &
Jednota Ceskych matematiki a fyzikd, pobo¢ny spolek Olomouc), David Nocar (Univerzita Palackého
v Olomouci, Ceska republika), Bohumil Novak (Univerzita Palackého v Olomouci, Ceska republika),
Eva Novakova (Masarykova Univerzita, Ceska republika), Edita Partova (Univerzita Komenského
v Bratislave, Slovensko), Sarka P&chouckova (Zéapadoceska univerzita v Plzni, Ceska republika), Adam
Plocki (Uniwersytet Pedagogiczny w Krakowie, Polsko), Milan Pokorny (Trnavskd univerzita v Trnave,
Slovensko), Alena Pridavkova (PreSovska univerzita v PreSove, Slovensko), Jana Piihonska (Technicka
univerzita v Liberci, Ceské republika), Grazyna Rygat (Uniwersytet Humanistyczno-Przyrodniczy im.
Jana Diugosza w Czestochowie, Polsko), Libuse Samkova (Jihodeskd univerzita v Ceskych
Budgjovicich, Ceska republika), Iveta Scholtzova (PreSovska univerzita v Presove, Slovensko), Ewa
Swoboda (Panstwowa Wyzsza Szkota Techniczno-Ekonomiczna w Jarostawiu im. ks. Bronistawa
Markiewicza, Polsko), Ondrej Sedivy (Univerzita Konstantina Filozofa v Nitre, Slovensko), Ilona
Olahne Teglasi (Eszterhazy Karoly Egyetem, Mad’arsko), Martina Uhlifova (Univerzita Palackého
v Olomouci, Ceska republika), Patrik Vostinar (Univerzita Mateja Bela v Banskej Bystrici, Slovensko),
Katarina Zilkova (Univerzita Komenského v Bratislave, Slovensko)

Redakce:
David Nocar (vykonny redaktor, editor), Radka Dofkova (redaktor — editor), Martina Uhlifova (redaktor
— ptijem ¢lankt), Kvétoslav Bartek (redaktor — web administrator)

Adresa a kontakty:

Katedra matematiky, Pedagogicka fakulta, Univerzita Palackého v Olomouci
Zizkovo nam. 5, 77140 Olomouc, Ceska republika

emej@upol.cz

Informace pro autory:

Casopis uvefejituje ¢lanky k aktualnim problémiim z teorie elementarni matematiky, o inovacich,
trendech a vyzkumech v primarnim a preprimarnim matematickém vzdélavani. Jednotlivé ¢lanky jsou
anonymné posuzovany dvéma odborniky v recenznim fizenim typu ,,double-blind peer review*. Dalsi
informace a podrobné pokyny pro autory jsou k dispozici na webu: http://emejournal.upol.cz.

Za kvalitu obrazku, jazykovou spravnost, dodrzeni bibliografické normy a dodrZzovani publikacni etiky
odpovidaji autofi jednotlivych ¢lankd.

Casopis vychazi dvakrat rocné.

Ro¢nik 2, ¢islo 2

Eds. © David Nocar, Radka Dofkova, 2020
© Univerzita Palackého v Olomouci, 2020

ISSN 2694-8133



Elementary Mathematics Education Journal
http://emejournal.upol.cz

Publisher: Palacky University Olomouc, Faculty of Education, Department of Mathematics
Zizkovo nam. 5, 77140 Olomouc, Czech Republic

Editor-in-chief: David Nocar (Palacky University Olomouc, Czech Republic)

Editorial Board: Csaba Csikos (E6tvos Lorand University, Hungary), Radka Dofkova (Palacky
University Olomouc, Czech Republic), Jan Guncaga (Comenius University in Bratislava, Slovakia),
Pavol Hanzel (Matej Bel University, Slovakia), Vlastimil Chytry (Jan Evangelista Purkyn& University
in Usti nad Labem, Czech Republic), Michaela Kaslova (Charles University, Czech Republic), Eszter
Herendiné Konya (University of Debrecen, Hungary), Janka Kopacova (Catholic University
in Ruzomberok, Slovakia), Radek Krpec (University of Ostrava, Czech Republic), Josef Molnar
(Palacky University Olomouc, Czech Republic & The Union of Czech Mathematicians and Physicists,
Olomouc branch), David Nocar (Palacky University Olomouc, Czech Republic), Bohumil Novak
(Palacky University Olomouc, Czech Republic), Eva Novakova (Masaryk University, Czech Republic),
Edita Partova (Comenius University in Bratislava, Slovakia), Sarka Péchouckova (University of West
Bohemia, Czech Republic), Adam Plocki (Pedagogical University of Cracow, Poland), Milan Pokorny
(Trnava University, Slovakia), Alena Pridavkova (University of PreSov, Slovakia), Jana Ptihonska
(Technical University of Liberec, Czech Republic), Grazyna Rygat (Jan Dlugosz University
in Czestochowa, Poland), LibuSe Samkovéa (University of South Bohemia in v Ceské Budé¢jovice, Czech
Republic), Iveta Scholtzova (University of Presov, Slovakia), Ewa Swoboda (State Higher School
of Technology and Economics in Jarostaw, Poland), Ondrej Sedivy (Constantine the Philosopher
University in Nitra, Slovakia), [lona Olahne Teglasi (Eszterhazy Karoly University, Hungary), Martina
Uhlifova (Palacky University Olomouc, Czech Republic), Patrik Vostinar (Matej Bel University,
Slovakia), Katarina Zilkova (Comenius University in Bratislava, Slovakia)

Redaction:
David Nocar (executive redactor, editor), Radka Dofkova (redactor — editor), Martina Uhlifova (redactor
— receiving articles), Kvétoslav Bartek (redactor — web administrator)

Address and contacts:

Department of Mathematics, Faculty of Education, Palacky University Olomouc
Zizkovo nam. 5, 77140 Olomouc, Czech Republic

emej@upol.cz

Information for authors:

The journal publishes articles on current issues in the theory of elementary mathematics, about
innovation, trends and research in primary and pre-primary mathematics education. Each article is
reviewed by two anonymous experts (“double-blind peer review”). More information and other
instructions for authors are available at: http://emejournal.upol.cz.

The authors of the articles are responsible for the quality of the images, language accuracy, compliance
with bibliographic standards and adherence to publication ethics.

The journal is published twice a year.

Vol. 2, No. 2

Eds. © David Nocar, Radka Dofkova, 2020
© Palacky University Olomouc, 2020

ISSN 2694-8133



Obsah

Jana FIALOVA: Eulerova veta a konstrukcia mnohostena s danym poctom stien, vrcholov
ARFAT oo e

Jana HNATOVA, Marek MOKRIS: Spolahlivost a presnost hodnotenia kognitivneho vykonu
Studentmi Studijného odboru ucitel'stvo a pedagogickeé vedy v predmete matematicka
GUAMOIAOSE ..o e e e e e

Eva NOVAKOVA, Ruizena BLAZKOVA: Ciselné trojithelniky: pohled budoucich ucitelii na
REtFAAICHT ULONY . ..ooeee e e e e e e e

Karel PASTOR: Divisibility and MS EXCel ... ...,
Karel PASTOR: Chess piece tour problems ... ...t e

Renata ZEMANOVA, Darina JIROTKOVA: Incentivy zmén v pristupu Zikii k matematice na
L SHUPNE ZS e,

Content

Jana FIALOVA: Euler’s formula and construction of a polyhedron with given number of faces,
VEITICES AN0 BUGES .. vttt e,

Jana HNATOVA, Marek MOKRIS: Bias and accuracy of evaluation of cognitive performance
by students of the study department teaching and pedagogical sciences in the subject
mathematical [ItEracCy ..ot e e

Eva NOVAKOVA, Rizena BLAZKOVA: Number triangles: a view of prospective teachers for
NON-traditional TaASKS .......ocooinii

Karel PASTOR: Divisibility and MS EXCel ........c.oiuiiiiii e
Karel PASTOR: Chess piece tour Problems ... ...t

Renata ZEMANOVA, Darina JIROTKOVA: Incentives to changes of pupils’ attitude towards
mathematics in primary SChoOl ....... ...

12

22

32

38

46

12

22

32

38

46



Elementary Mathematics Education Journal 2020, Vol. 2, No. 2
ISSN 2694-8133

EULEROVA VETA A KONSTRUKCIA MNOHOSTENA S DANYM
POCTOM STIEN, VRCHOLOV A HRAN

Jana FIALOVA
Trnavska univerzita v Trnave, Pedagogicka fakulta (Slovensko)
jana.fialova@truni.sk

Abstrakt

Eulerova veta hovori, Ze medzi po¢tom stien S, vrcholov v ahran h T'ubovolného
mnohostena, ktory je topologicky ekvivalentny guli (tj. nemé ziadnu dieru), je pevne dany
vztah s + v —h = 2. Otazky, ktoré si kladieme v tejto praci su: Existuje mnohosten topologicky
ekvivalentny guli k Pubovolnej trojici &isel s, v, h spifiajucej tento vzt'ah? Ak ano, ako mozno
takyto mnohosten zostrojit'?

Kruadové slova: mnohosten, Eulerova veta, topologia, konstrukcia mnohostenov.

EULER’S FORMULA AND CONSTRUCTION OF A POLYHEDRON
WITH GIVEN NUMBER OF FACES, VERTICES AND EDGES

Abstract

Euler’s formula tells us, that there is a formula between number of faces s, vertices v, and
edges h of any polyhedron, which is topologically equivalent to a sphere (i.e. it has no hole):
S+V—h=2. In the paper, we consider, if there exists a polyhedron topologically equivalent to
a sphere for any three numbers S, v, h which fulfil the Euler’s formula and if it exists, how could
be such polyhedron constructed.

Keywords: polyhedron, Euler’s formula, topology, construction of polyhedrons

1. Uvod

Mnohosten je trojrozmerné geometrické teleso, ktorého povrch sa sklada z kone¢ného
mnozstva stien tvorenych pravidelnymi alebo nepravidelnymi mnohouholnikmi. Steny
mnohouholnika sa pretinaju v Gseckach, ktoré nazyvame hranami mnohostena. Hrany sa
spajaju v bodoch, ktoré nazyvame vrcholmi mnohostena. Mnohostenom s najmensim po¢tom
vrcholov, hran a stien je §tvorsten. Stvorsten ma 4 steny, 4 vrcholy a 6 hran.

Mnohosteny mdzu byt’ konvexné alebo nekonvexné. Pre konvexné mnohosteny plati, Ze
cely mnohosten lezi v jednom podpriestore ohrani¢enom rovinou incidentnou s 'ubovol'nou
stenou mnohostena. Toto plati pre vSetky steny konvexného mnohostena. Ak existuje stena,
ktora lezi v rovine, ktord deli priestor na dva podpriestory, priCom cast mnohostena lezi
v jednom a ¢ast’ v druhom podpriestore, tak takyto mnohosten je nekonvexny. Konvexnost
vSak nie je pre naSe uvahy relevantna. Doélezité je, ¢i mnohosten ma nejaké ,,diery*“. Na
vysvetlenie pojmu diera v mnohostene, musime trosku odbocit’ k zaujimavej oblasti geometrie,
zvanej topoldgia. V topologii vobec nezalezi na rozmeroch geometrickych utvarov. Ak by sme
vzali napriklad pravidelny Stvorsten zhotoveny z plasteliny, mohli by sme ho l'ubovolne
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stlacat’, natahovat’, ohybat’ a stale by vzniknuty tGtvar bol topologicky ekvivalentny pévodnému
Stvorstenu. Zakazané je iba robit’ do neho diery alebo zlepovat’ povodne nespojené Casti. Tymto
spdsobom nie je problém pretvorit’ Stvorsten napriklad na kocku, ¢i gulu. To znamena, ze
vlastne akékol'vek teleso bez diery, mozno pretransformovat na gul'u. Hovorime teda, Ze je
topologicky ekvivalentné guli. VSetky konvexné telesa st topologicky ekvivalentné guli.

Na obrazku 1 vidime dva nekonvexné mnohosteny, z ktorych prvy je a druhy nie je
topologicky ekvivalentny guli.

Obrazok 1: Nekonvexné mnohosteny

V d’alSom texte budeme vSade pod pojmom mnohosten rozumiet’ mnohosten topologicky
ekvivalentny guli.

2. Eulerova veta a jej dokaz

Eulerova veta pochadza zroku 1750 a hovori, ze vkazdom mnohostene, ktory je
topologicky ekvivalentny guli (teda aj v kazdom konvexnom mnohostene), pre pocet stien S,
pocet vrcholov v a pocet hran h plati: s + v — h = 2.

Dokonca existuje aj jej zovSeobecnenie pre uplne vSetky mnohosteny: s + v —h =2 — 2d,
kde d je pocet dier. V tomto texte sa vSak budeme zaoberat’ iba telesami bez dier.

Dokaz Eulerovej vety nie je vobec naro¢ny. Myslienka nasledujuceho dokazu pochédza
z roku 1811, kedy ju priniesol A. L. Cauchy (Cizmar, 2017). Pri dokaze postupujeme tak, Ze si
predstavime duty model mnohostena. V tomto modeli zrusime jednu stenu, takze vznikne otvor
dovnutra mnohostena. Tento otvor potom rozt’ahujeme tak, aby sme v kone¢nej faze cely model
mnohostena ,,rozplestili* na plochu. Tymto spdsobom sme sice mozno poohybali nejaké hrany,
zmenili tvar stien, ale incidencia vrcholov, hran a stien zostala zachovana. Pocet stien sa
zmenSil o jednu stenu, ktort sme na zaciatku vymazali. Preto budeme dokazovat vztah
s + v —h = 1. Tento ,,rozplesteny* model mnohostena sa nazyva jeho rovinnym grafom. Na
obrazku 2 vlavo vidime rovinny graf pravidelného dvanast’stena.

Obrazok 2: Rovinny graf pravidelného dvanast’stena



Elementary Mathematics Education Journal 2020, Vol. 2, No. 2
ISSN 2694-8133

Teraz vymazeme jednu z vonkajsich hran, ¢im sa zbavime jednej hrany a zarovei aj jedne;j
steny. Vrcholy zostanu vSetky zachované. Rovnost’ s + v —h =1 sa teda nezmeni. Toto robime
dovtedy, kym sa nezbavime vSetkych stien (obrazok 2 vpravo).

Dalej budeme mazat’ jeden koncovy vrchol spolu s hranou. Poéet vrcholov sa zniZi o jeden,
pocet hran tiez, ¢ize rovnost’ je stale zachovand. Pokracujme d’alej, az kym nezostane iba jediny
bod, pre ktory rovnost’ zjavne plati. Eulerov vztah je dokézany.

Problematikou vztahu medzi mnohostenom a jeho grafom sa hlbsie venoval geometer
Ernst Steinitz, ktory dokazal, ze kazdému mnohostenu mozno priradit’ graf, ktoré¢ho vsetky
vrcholy st incidentné s asponl troma hranami (3-connected) a kazdé dve hrany maju spolo¢ny
najviac jeden bod — vrchol. Steinitzova veta plati aj obratene — ku kazdému takémuto grafu
vieme priradit’ nejaky mnohosten (de Oliveira, 2013). Zo Steinitzovej vety potom vyplyva, ze
je mozné zostrojit mnohosten s danym poctom stien, vrcholov a hran v pripade, Ze su splnené
urc¢ité podmienky. Tieto podmienky odvodime v poslednej kapitole tohto ¢lanku.

V nasledujucej kapitole priblizime vlastny jednoduchy postup, ako zostrojit' konkrétny
mnohosten s danym poctom stien, vrcholov a hran.

3. Konstrukcia mnohostena metédou odrezavania rohov

V tejto Casti budeme konS$truovat’ mnohosteny tak, ze zaéneme n-bokym ihlanom. Kazdy
n-boky ihlan ma prave n + 1 stien, n + 1 vrcholov a 2n hran. Hrani¢nym pripadom je trojboky
ihlan, Cize Stvorsten s n = 3.

V kazdom ihlane je zarucene aspon jeden vrchol, zktorého vedu prave tri hrany.
Pri takomto vrchole urobime rez tak, ako na obrazku 3.

Obrazok 3: Metdda odrezavania rohov

Rezom sme zvysili celkovy pocet stien o jednu, pocet vrcholov o dva, pretoze vznikli tri
nové vrcholy, ale jeden povodny sme odstranili. Pocet hran sa zvysil o tri.

Tento postup moéZeme opakovat’, pretoze tri nové vrcholy st prave také, z ktorych vedu tri
hrany, €iZe aj po ,,odrezani* budeme mat’ zaruc¢ene taky vrchol, z ktorého 1du tri hrany a ktory
teda moéZeme ,,odrezat™.

Ak si oznacime pocet rezani pismenom t, tak po t rezoch na n-bokom ihlane budeme mat’
mnohosten so S=n+ 1 + t stenami, V=n + 1 + 2t vrcholmi a h = 2n + 3t hranami.

Ked’ si vS§imneme vzt'ah medzi poctom stien a vrcholov, vidime Ze v — s = t. TakZe tymto
postupom vieme zostrojit’ taky mnohosten, ktorého pocet stien je l'ubovolné ¢islo vacsie alebo
rovné Styrom, pocet vrcholov je vac¢si ako pocet stien, ale nie ovela. Konkrétne, ak t je rozdiel
medzi poctom stien a vrcholov, pocet stien musi zostat’ aj po odpocitani tohto t vacsi alebo
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rovny Styrom, aby platilo, ze n + 1 je rovné aspon 4. Z toho dostdvame s —t > 4. Ak za t
dosadime v — s, tak dostaneme v < 2s — 4.

Metodou odrezavania rohov teda vieme zostrojit’ mnohosteny, pre také tri ¢isla s, v, h, pre
ktoré plati:

1. Pocet stien S je 'ubovolné prirodzené Cislo vacsie ako tri,

2. Pocet vrcholov V je l'ubovolné prirodzené Cislo z intervalu [s; 2s — 4],

3. Pocethranjeh=s+v-2.

Priklad 1: Zostrojte mnohosten, ktory ma 10 stien, 13 vrcholov a 21 hran.

RieSenie: Najprv overime, Ci pre tuto trojicu plati Eulerova veta. Ked’ze plati a aj pocet
vrcholov je v intervale [10, 2-10 — 4], tak zistime pocet rezani ako rozdiel medzi poctom
vrcholov a poc¢tom stien, t = 13 — 10 = 3. Nakoniec najdeme povodné n zo vztahus =n+ 1 —t,
teda n = 10 — 3 — 1 = 6. KonStrukcia teda za¢ina Sestbokym ihlanom, z ktorého postupne
odrezeme tri rohy — také, z ktorych idu tri hrany. Jednu z moznosti vidime na obrazku 4.

Obrazok 4: Mnohosten so s=10,v=13ah =21

4. KonStrukcia mnohostena metédou dolepovania trojbokych ihlanov
Aj v tejto Casti budeme konStruovat’ mnohosteny tak, Ze zacneme n-bokym ihlanom. Kazdy
n-boky ihlan mé prave n + 1 stien, n + 1 vrcholov a 2n hréan, kde n je vicSie alebo rovné trom.
KaZzdy ihlan m4 asponl jednu stenu trojuholnikového tvaru. Nad touto stenou zostrojime
trojboky ihlan tak, Ze povodna stena sa stane jeho podstavou a spolo¢ne zaniknu.

Obrazok 5: Metdda dolepovania trojbokych ihlanov

Dolepenim sme zvysili pocet stien o dve, pretoze sme pridali tri nové steny, ale odobrali
sme jednu povodnu. Pocet vrcholov sa zvysil o jeden a pocet hran o tri.
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Tri nové steny, ktoré vznikli, su trojuholnikového tvaru, o nam déva istotu, ze vzdy bude
mozné najst’ stenu trojuholnikového tvaru, nad ktorou mozno znova dolepit’ trojboky ihlan.
Po t opakovaniach dostaneme mnohosten so S =n + 1 + 2t stenami, v=n + 1 + t vrcholmi
a h=2n + 3t hranami.

Rozdiel medzi poctom stien a vrcholov je opét’ t. V tomto pripade je ale pocet stien VACSi
ako pocet vrcholov. Analogicky k predchadzajicemu postupu dostavame tento vysledok:

Postupnym dolepovanim trojbokych ihlanov na pévodny n-boky ihlan mozno skonstruovat’
mnohosteny pre takéto tri ¢isla s, v, h:

1. Pocet vrcholov V je 'ubovol'né prirodzené ¢islo vacsie ako tri,

2. Pocet stien s je 'ubovol'né prirodzené ¢islo z intervalu [v; 2v — 4],

3. Pocethranjeh=s+v-2.

Priklad 2: Zostrojte mnohosten, ktory ma 13 stien, 10 vrcholov a 21 hran.

Riesenie: Ked'ze pocet stien je vacsi ako pocet vrcholov, ale stale lezi v intervale [10, 2-10 — 4],
pouzijeme metddu dolepovania trojbokych ihlanov. Dolepovat’ bude treba trikrat, ked’Ze rozdiel
medzi poétom stien a poétom vrcholov je tri. Cislo n vypoéitame zo vztahu v =n + 1 + t.
Zacneme teda opit’ Sestbokym ihlanom. Thlany dolepujeme na akékol'vek trojuholnikové steny.
Jeden priklad vidime na obrazku 6.

Obrazok 6: Mnohosten so s=13,v=10ah =21

5. Zhrnutie a dokaz

Konkrétnymi konstrukciami sme dokézali, Ze mozno zostrojit’ mnohosteny pre také trojice
Cisel s, v, h, pre ktoré plati Eulerova veta a zaroven véicSie z Cisel Sa v nie je vidcSie ako
dvojnasobok mensieho ¢isla zmenseného o Styri.

Veta 1: Nech su dané tri cisla s, v, h, pre ktoré plati s +v —h = 2 azaroven plati, zZe
4 < s < v < 2s — 4. Potom existuje aspon jeden mnohoSten, ktorého pocet stran sa rovnad
¢islu s, pocet vrcholov cCislu v a pocet hran cislu h.

Jeden z moznych mnohostenov vieme zostrojit’ tak, ako sme popisali v kapitole 3.

Veta 2: Nech su dané tri cisla s, v, h, pre ktoré plati s +v —h = 2 azaroven plati, Ze
4 < v < s < 2v —4. Potom existuje aspon jeden mnohosten, ktorého pocet stran sa rovna
cislu s, pocet vrcholov ¢islu v a pocet hran cislu h.

Jeden z moZznych mnohostenov vieme zostrojit’ tak, ako sme popisali v kapitole 4.
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Zostava este otazka, Ci existuju aj také mnohosteny, pre ktoré neplati podmienka o vzt'ahu

medzi poctom vrcholov a stien.

Na dokaz tvrdenia, ze takéto mnohosteny nemozu existovat’, pouzijeme tieto jednoduché

tvrdenia:

a) Z kazdého vrcholu musia nutne viest’ aspon tri hrany. Zaroven kazda hrana spaja prave
dva vrcholy. To znamend, ze celkovo v mnohostene musi byt minimalne 3v/2 hran.
Takze h = 3v/2. Po dosadeni Eulerovho vztahu: h = s+ v —2 > 1,5v. Z ¢oho
dostdvame v < 2s — 4.

b) Dalej v kazdom mnohostene plati, ze kazd4 stena je ohrani¢end minimalne tromi
hranami a zaroven kazda hrana je spolocna pre prave dve steny. Takze celkovo musi
byt v mnohostene minimalne 3s/2 hran. Po dosadeni Eulerovho vzt'ahu dostaneme
hl'adant nerovnost’ s < 2v — 4.

Tym sme dokézali nasledujicu vetu:

Veta 3: Nech s, v su také prirodzené cisla, pre ktoré: max(s,v) > 2 - min(s,v) — 4. Potom
neexistuje Ziaden mnohoSten, pre ktory s je pocet jeho stien a V pocet jeho vrcholov.

6. Zaver

V tomto ¢lanku sme ukéazali, aké vlastnosti musia spiflat’ tri Cisla s, v, h, aby existoval
mnohosten, ktorého pocet stran bude s, vrcholov v a hran h. Na konstrukciu jedného takéhoto
mnohostena staci vyuzit' jednu z dvoch jednoduchych metdd popisanych vyssie. Toto je
zaujimavé, ked’ze tymito postupmi zd’aleka nemozno zostrojit' celi plejadu mnohorakych
mnohostenov. Je zrejmé, Ze k danej trojici S, v, h existuje vel'a roznych mnohostenov. Dokonca
aj naSimi metéodami je mozné zostrojit’ viac ako jeden mnohosten, ked'ze v kazdom kroku
vyberame vrchol alebo stenu 'ubovolne z viacerych moznych.

Nasim ciel'om bolo zistit’, ¢i existuje mnohosten pre 'ubovol'nt trojicu S, v, h. Dokazali
sme, Ze nie a zadrovenl sme presne urcili, pre ktoré trojice je to mozné. Druhym cielom bolo
ukazat’ jednoducht metddu, ako konkrétne mozno takyto mnohosten zostrojit, co sa nam
podarilo.
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Abstrakt

Meranie spolahlivosti a presnosti hodnotenia kognitivneho matematického vykonu
edukantmi dovol'uje kvantifikovane uchopit’ konStrukt metakognitivneho monitorovania
v edukacnej praxi. V ¢lanku sa zameriavame na Specificka skupinu vysokoskolskych studentov
Studijného odboru Ucitel'stvo a pedagogické vedy (N = 654), v ktorej zistujeme dosahovanu
mieru spol'ahlivosti a presnosti ich hodnotenia matematického vykonu pomocou kalibra¢nych
indexov BIAS a AAIL Ich porovnanim s idedlnymi hodnotami a néslednou dekompoziciou
efektivnych hypotéz vzhl'adom na dosiahnuty klasifikacny stupent vystupného hodnotenia
v predmete Matematickd gramotnost’ spresiitujeme nami dosiahnuté vysledky v tejto Specifickej
vyskumnej skupine.

Krucové slova: presnost’ hodnotenia, skreslenie, BIAS, AAI

BIAS AND ACCURACY OF EVALUATION OF COGNITIVE
PERFORMANCE BY STUDENTS OF THE STUDY DEPARTMENT
TEACHING AND PEDAGOGICAL SCIENCES IN THE SUBJECT
MATHEMATICAL LITERACY

Abstract

The measuring the bias and accuracy of evaluating cognitive mathematical performance by
educators allows a quantified grasp of the construct of metacognitive monitoring in educational
practice. In this article we focus on a specific group of university students in the field of study
Teaching and Pedagogical Sciences (N = 654), in which we determine the achieved degree of
bias and accuracy of their evaluation of mathematical performance using calibration indices
BIAS and AAI By comparing them with ideal values and subsequent decomposition of
effective hypotheses with respect to the achieved classification level of the final evaluation in
the subject Mathematical Literacy, we specify the results achieved by us in this specific research

group.

Keywords: evaluation accuracy, BIAS, IAA

1. Uvod

Vyucba matematiky v predmete Matematickd gramotnost’ patri k uvodnym kurzom
vysokoskolského matematického vzdelavania na Pedagogickej fakulte PreSovskej univerzity
v PreSove. Bez ohl'adu na realizovanti formu vzdeldvania, vyZzaduje aktivnu Gcast’ Studentov,
v ramci ktorej st nateni kontrolovat’, ako interaguju s podpornymi Studijnymi materialmi
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svojho kurzu. Této kontrola je zrejma najmi zvySenou aktivitou na semindroch i v pocte
pristupov do elektronického podporného systému LMS Moodle, a to predovsetkym v obdobi
pripravy $tudentov na priebezné hodnotenia. Uspech v ramci hodnotenych aktivit predmetu je
totiz aj podl'a Zimmermana (2008) do zna¢nej miery ovplyvneny schopnost'ou Studenta zapojit’
sa do samoregulacného ucenia, ktory chape ako proces vyzadujuci efektivne zvladdanie
metakognitivnych monitorovacich a kontrolnych procesov.

Student prvého roénika, ktory ma vo svojom prvom skugkovom obdobi na vysokej kole
absolvovat’ niekol’ko skuSok, musi zacat' rozumne manazovat Cas pripravy na ne, pricom
zohl'adiiuje zameranie a nim subjektivne posudent narocnost’ pripravy na jednotlivé skusky.
U¢i sa odhadnut’ aktudlny stav svojich vedomosti a dosiahnut uroven schopnosti v porovnani
s oCakavaniami, ktoré¢ st nanho kladené v ramci UspeSného absolvovania konkrétneho
predmetu. Tento spdsob metakognitivneho monitorovania sa opiera o presnost’ a spol’ahlivost,
s akou Student pri monitoringu pracuje a ¢asto je jednym z faktorov ovplyvnujicich terminovy
plan skusok a ¢asovy plan pripravy na ne.

2. Presnost’ a spol’ahlivost’ metakognitivneho monitorovania

Uvodné kurzy vysokoskolského studia sa zvy¢ajne zameriavaju na pokrytie Sirokej vzorky
tém, preto nie je jednoduché najst’ v nich priestor pre d’alsi rozvoj metakognitivnych schopnosti
(Morphew, 2020). Metakognitivne schopnosti odkazujlice na sposoby, akymi sa Studenti
zapajaju do samoregulacnych procesov ucenia sa, zahiiiaji okrem procesov kontroly aj procesy
monitorovania. O zapojeni Studentov do metakognitivneho monitorovania hovorime vtedy, ak
Studenti hodnotia svoj suc¢asny stav ucenia sa na zéklade daného kritéria (Merritt, 2019).

Tabul’ka 1. Prehl'ad konStruktov a moznosti ich merania

KonStrukt Index Vypocet Interpretacia:
Index vyhodnocuje...
1.| Absolutna Index , ... presnost’ tsudku
presnost’ absolutnej pi = Pi spol’ahlivosti v porovnani
presnosti Nmi s objektivnym hodnotenim
(AAI) AAI = 12 (c; — pp)? vykonu t. j. hodnotenim
NLuj=1 " ' podla daného kritéria
2.| Relativna Index ... hodnoti (linearny) vztah
presnost’ relativnej _ YN (i — i —P) medzi isudkami
presnosti |7 = — — spol'ahlivosti a objektivnym
(r) \/ Yii(ci — 02 X, (i — P)? | hodnotenim vykonu podla
daného kritéria
3.| Skreslenie Index ... skreslenie vlastného
skreslenia usudku urc¢enim hodnoty
(Bias) _ 1N nestladu a jeho smeru
Bias = NZ{: I(Ci —pi) k moZznému podhodnocova-
niu alebo nadhodnocovaniu
vlastného vykonu
4.| Rozptyl Bodovy _ ... rozdiely v rozptyle
index (SI) N1_ N, + N spolahlivo (+)
SI = —[N,02 — N_o2] a nespol’ahlivo (-)
N vyhodnotenych poloZziek
5. Diskriminacia | Diskrimi- 1 Ny N- ... diskriminaciu medzi
naény bi Z_[Z Cit _Z Ci—] Pahlivo (+
aény N =1 j=1 spol'ahlivo (+)
index (DI) a nespolahlivo (—)
vyhodnotenymi polozkami
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Vysvetlivky:
c; ... miera subjektivnej istoty spravnosti odpovede vyjadrena relativnou dizkou tsecky istoty,
c;+ ... miera subjektivnej istoty spravnosti odpovede v spolahlivo vyhodnotenej polozke,
c;_ ... miera subjektivne;j istoty spravnosti odpovede v nespol’ahlivo vyhodnotenej polozke,
p’i ... objektivne hodnotenie matematického vykonu bodovym skore v i-tej polozke testu,
m; ... maximalne bodové skore v i-tej polozke testu,
p; ... relativne bodové hodnotenie matematického vykonu v i-tej polozke testu,
N, ... pocetnost’ spol'ahlivo vyhodnotenych poloziek,
N_ ... pocetnost’ nespolahlivo vyhodnotenych poloziek,
of ... rozptyl spol'ahlivo vyhodnotenych poloziek,
a2 ... rozptyl nespolahlivo vyhodnotenych poloziek.
Zdroj: (1) Maki a kol. 2005; (2) Nelson 1996; (3,4,5) Schaw 2009; (4) Yates 1998 modifikované

podrla potreby vyskumného Setrenia

N

Viaceri autori (Maki a kol., 2005; Nelson, 1996; Schaw, 2009; Yates 1998) uvadzaju vo
svojich pracach rézne konstrukty umoznujice kvantifikdciu procesov metakognitivneho
monitorovania (tab. 1). Vychadzajuc z potrieb Stidie je mozné (aj opakovane) realizovat
merania vstupnych premennych prislusnych indexov:

e pred podanim vykonu Studenta alebo po jeho vykone (preddikéné alebo postdikéné

merania),

e na Urovni kazdého dosiahnutého stupiia, Casti resp. polozky vykonu alebo na Urovni

celého posudzovaného vykonu (globalne alebo lokalne merania).

Spol'ahlivost’ usudkov Studentov porovnanim subjektivneho a objektivneho hodnotenia
vykonu je mozné vyjadrit’ indexom skreslenia (pozri tab. 1). Index skreslenia (d’alej Bias)
nadobuda hodnoty z intervalu [—1, 1] a poskytuje informacie o smere a zavaznosti nesuladu
medzi deklarovanou subjektivnou istotou a objektivne dosiahnutou vykonnost'ou. Ak Student
v polozke prezentuje vysokil mieru istoty pri nizkej UspeSnosti podané¢ho vykonu, index
nadobuda kladné hodnoty, ktoré signalizuji nadhodnocovanie vlastného vykonu samotnym
Studentom (obr. 1a). Ak je prezentovana miera istoty nizka, avSak uspeSnost’ vykonu je vysoka,
index nadobuda zaporné hodnoty signalizujice podhodnocovanie vlastného vykonu Studentom
(obr. 1b). NavysSe, absolutna hodnota Bias indexu vychadzajuca z geometrickej definicie
vzdialenosti poskytuje taktiez informécie o zavaznosti chyby v tisudku. Cim je vzdialenost
hodnoty indexu od nuly vécSia, tym viacsi nesulad medzi subjektivhym a objektivhym
hodnotenim vykonu index signalizuje.

1) (2b) Akd je pravdepodobnost, Ze si zo vietkych moZznych ciest 2) (2b) Aké je pravdepodobnost, Ze si zo vietkych moZnych ciest
z mesta A do mesta C vyberieme préve tu najdlhsiu cestu. z mesta A do mesta C vyberieme prave tu najdlhsiu cestu.

- tualty RISC ... OBRSCL, m ne /\ , ﬂ
G i = q — Y] y \& =
. sl KRB ... Mo loie. s S , X ) e
A wola. KBC ... bya st PYIEYESSE IS S I taw z
oot £ i & 8 ? ; = ind EX S
INOM X m: = A - = ==
(5 = A P y A = Mo A A
/u‘ > Y r‘m‘. )ﬁ'— Ped ]"u“ ‘_,“-— LL-H
o LI 5=

Odpoved: .2 e

Obrazok 1. Testova polozka s nadhodnotenym vykonom Studenta (a) vl'avo
a s podhodnotenym vykonom Studenta (b) vpravo

Konstrukt presnosti isudku je mozné merat pomocou relativnych alebo absolutnych
indexov presnosti (tab. 1). Absolutna presnost sa vztahuje na velkost odchylky medzi
premennymi vyjadrujucimi (subjektivny) usudok o istote a (objektivne) hodnoteny vykon t. j.
podla jednoznatne daného kritéria. Relativnha presnost sa zvyCajne meria pomocou
korelacného koeficienta (Pearsonovo r) alebo pohotovostného koeficienta (d’Gamma)

14


https://link.springer.com/article/10.1007/s11409-008-9031-3#ref-CR23
https://link.springer.com/article/10.1007/s11409-008-9031-3#ref-CR23

Elementary Mathematics Education Journal 2020, Vol. 2, No. 2
ISSN 2694-8133

a predstavuje schopnost’ jednotlivca rozliSovat’ medzi dvoma premennymi, napriklad medzi
spolahlivo anespolahlivo rieSenymi polozkami (Lindel, Lenhart, Schneider, 2019). Za
spol'ahlivo riesené polozky su povazované tie, v ktorych sa Studentov subjektivny usudok
o istote zhodne s objektivnym hodnotenim polozky. Ostatné polozky, v ktorych zhoda
nenastane, su povazované za nespol’ahlivo rieSené. Podobne aj d’alSie konstrukty (diskriminacia
arozptyl, pozri tab. 1) reprezentované diskriminanym a bodovym indexom pracuju
s porovnavanim premennych suvisiacich so spol'ahlivo a nespol’ahlivo rieSenymi polozkami.

V tomto prispevku budeme vyhodnocovat’ miery dvoch z uvedenych konstruktov pomocou
indexov absolutnej presnosti (AAI) a skreslenia (Bias), ktoré korespondujt s predpokladanym
ciel'om Studentov - Gspesne absolvovat’ testy priebezného hodnotenia, ktoré im pomahaju urcit’,
¢1 sa ich aktualna uroven poznania zhoduje s ciel'om UspeSne absolvovat’ priebezné hodnotenie
predmetu podla danych kritérii. Nas§im zamerom je prezentovat' vybrané sumarne zistenia
tykajice sa danej problematiky, ktoré vychadzaju a dopliuji publikované Ciastkové vysledky
(Hnatova, Mokris, Liptak 2019; Hnatova, Mokris 2019).

3. Zakladné udaje a otazky vyskumného Setrenia
Vyskum bol realizovany pocas rokov 2018-2019 na skupinach Studentov prvého ro¢nika
bakalarskeho Studia Studijného odboru Ucitel'stvo a pedagogické vedy (N = 654) na
Pedagogickej fakulte PreSovskej univerzity v PreSove. Vyskumna vzorka sa kreovala ako
dostupnd a zdmerna, vytvarana Studentmi na baze dobrovol'nosti.
Hradali sme odpovede na nasledujtiice vyskumné otazky:
VOI1: Aké skreslenie dosahuju Studenti Studijného odboru Ucitel'stvo a pedagogické vedy
medzi subjektivnym a objektivnym hodnotenim matematického vykonu?
VO2: Existuje zdvislost medzi skreslim hodnotenia matematického vykonu Studentmi
Studijného odboru Ucitel'stvo a pedagogické vedy a vyslednym hodnotenim Studentov
v predmete Matematickd gramotnost™?
VO3: Aku presnost’ hodnotenia matematického vykonu dosahuju Studenti Studijného odboru
Ucitel’stvo a pedagogické vedy?
VO4: Existuje zavislost medzi presnostou hodnotenia matematického vykonu Studentmi
Studijného odboru Ucitel'stvo a pedagogické vedy a vyslednym hodnotenim Studentov
v predmete Matematickd gramotnost™?

4. Zber a spracovanie udajov

V priebehu vyucby predmetu Matematicka gramotnost’, ktory patri do korpusu povinnych
predmetov uvedeného Studijného odboru vo vSetkych jeho Studijnych programoch, sa Studenti
zucCastnili dvoch priebeznych hodnoteni. Obe boli realizované prezencne s vyuzitim
didaktickych testov ako meracich ndstrojov (Cronbachovo apy;= 0,8368, Cronbachovo
apy>= 0,7493). Testy sa sumarne skladali z 56 poloziek, ktoré svojim obsahovym zameranim
a pocetnost’ou zastupenia v 12 tematickych oblastiach vychadzali z obsahového a rozsahového
zamerania predmetu.

Rozlozenia pocetnosti tdajov oboch indexov vypocitanych podla vztahov (tab. 1- riadky
(1) a (3)) su znazornené histogramami (graf la a 1b), ktoré naznacuju potrebu pomocou
Kolmogorovho-Smirnovovho testu overit’ ich zhodu s normalovym rozdelenim udajov, ked’ze
Gaussovu krivku (v grafe vyznacenl ¢ervenou ¢iarou) nekopiruju presne.
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Graf 1. Histogram Bias indexu (a) a AAI (b)
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Na zéklade vysledkov pre Bias index (K-S d = 0,06005, p < 0,05) konstatujeme na hladine
vyznamnosti ¢ = 0,05, Ze udaje o Bias indexe nepochédzaji z normalneho rozdelenia. Jeho
absenciu musime zohl'adnit’ vo vybere Statistickych testov pouzitych pri naslednom spracovani
udajov. Dosahované p-hodnoty pre AAI (K-S (d) = 0,03878, p > 0,20) nam dovol'ujt rozdelenie
udajov pre AAI povazovat’ za normalne.

Pri hladani odpovede na VOI bolo potrebné pre kazdého Studenta v kazdej polozke
sparovat merania suvisiace s jeho subjektivnou mierou istoty a objektivnym hodnotenim
vykonu, vypocitat’ jeho Bias index a vybranu charakteristiku polohy indexu celého vyskumného
suboru nasledne porovnat s referencnou nulovou hodnotou. Pre Bias index predstavuje
referencnd hodnota idedlny stav, v ktorom dochadza k absolutnej zhode medzi subjektivnym
a objektivnym hodnotenim Studenta, a teda rozdiel medzi nimi je nulovy.

Rovnakym postupom sme zistovali aj odpoved’ na otazku tykajicu sa dosahovania ¢o
najvacsej presnosti hodnotenia matematického vykonu Studentom (VO3). Referennou
hodnotou pre AAl je ideal absolutnej presnosti, a teda nulovej druhej mocniny rozdielov oboch
hodnoteni.

V tejto suvislosti formulujeme dve hypotézy testujice stredné hodnoty sledovanych
indexov (medidny X resp. priemery X) oproti ich nulovym referenénym hodnotam:

H1:: X(Bias) # 0 vs.  HOi1: ¥(Bias) = 0.

H1,:x(AAI) #0 vs.  HO02: x(AAI) = 0.

Pri overovani platnosti nulovej hypotézy HOi1, s ohladom na absenciu normélneho
rozdelenia stiboru udajov, vyuzijeme neparametricky Wilcoxonov test, pri nulovej hypotéze
HO2 pouZzijeme, vzhl'adom na dosiahnuté normalne rozdelenie, Studentov t-test. Na hladine
vyznamnosti @ = 0,01 podl’a p-hodnoét tychto testov (tab. 2) nezamietame nulovu hypotézu HO1
anaopak, zamietame nulovi hypotézu HO. v prospech jej alternativnej hypotézy H1o.
Konstatujeme teda, ze kym stredné hodnoty Bias indexu vo vyskumnom stbore Studentov
nadobudaju idedlne hodnoty, stredné hodnoty AAI sa od idealneho stavu signifikantne liSia.

Tabul'ka 2. Prehl'ad vysledkov testovania hypotéz HO1 vs. H11 a HO2 vs. H12

Testovanie hypotéz Test p-hodnota
H01: ¥(Bias) = 0 vs. H11: ¥(Bias) # 0 Wilcoxonov test 0,519338
HO.: x(AAI) = 0 vs. H12: x(AAI) # 0 Studentov t-test 0,000000

Zdroj: vlastné spracovanie

Zodpovedanie otdzok VO2 a VO4 vyzaduje dekompoziciu uvedenych hypotéz, ktorou
dokazeme popisat’ nielen stav, ale aj vyvoj hodndt indexov v smere zavedenej postupnosti
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klasifika¢nych stupiiov celkového hodnotenia Studentov v predmete. V grafickom znézorneni

vizualizujeme polohu vsetkych strednych hodndt Bias indexov (graf 2a) a AAI (graf 2b) vo

vSetkych dosiahnutych klasifikacnych stupnioch celkového hodnotenia predmetu a mézeme

porovnat’ ich polohu vzhl'adom:

e knulovym referenénym hodnotam popisanymi konstantnou nulovou funkciou, ktora je na
grafe (graf 2) vyznacena priamkami ¢ervenej farby,

e kvzijomnym polohdm strednych hodndt indexov faktorizovanych dosiahnutym
klasifikaénym stupfiom vysledného hodnotenia predmetu.
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Graf 2. Krabicové grafy strednych hodnot indexov Bias indexu (a) a AAI (b) v jednotlivych
klasifika¢nych stupfioch vysledného hodnotenia predmetu Matematickd gramotnost’

Stredné hodnoty Bias indexu skupin Studentov hodnotenych roznymi klasifikacnymi
stupiiami sa nachadzaja v blizkosti referen¢nej priamky (graf 2a). Testovanie vzajomnych zhod
tychto strednych hodnét je v tomto pripade potrebné realizovat pomocou neparametrického
medidanového testu. Pre test vzdjomnych zhod medidnov (resp. distribu¢nych funkcii) Bias
indexov v jednotlivych klasifika¢nych stupiioch formulujeme nulovi hypotézu:

HO3: f(BiasA(l)) = f(Bl'aSB(Z)) = f(BiasCQ)) == Q?(Biaspx(@)
oproti alternativnej hypotéze H1s, Ze aspoil jeden medidn (resp. asponn jedna distribu¢na
funkcia) sa od iného (resp. inej) navzajom odliSuju. Vysledky medidnového testu

2 = 8,942808 sv = 5 p = 0,1114) platnost nulovej hypotézy nezamietaju, mdzeme teda
skonStatovat’ existenciu zhody medidnov Bias indexu naprie¢ celym spektrom vysledného
hodnotenia predmetu.

Stredné hodnoty AAI skupin Studentov hodnotenych réznymi klasifikaénymi stupniami
vizualizujeme krabicovym grafom (graf 2b). Aj v tomto pripade otestujeme platnost’ nulove;j
hypotézy o zhode priemerov indexov AAIl v danych klasifikacnych stupiioch. Nulova hypotéza
ma tvar:

HO4: X(AAlLyy) = %(AAlg()) = x(AAlc(s)) = -+ = X(AAlrx(s))
oproti alternativnej hypotéze H1s dovolujucej nezhodu aspoit jednej dvojici priemerov
z uvedenych skupin vysledného hodnotenia Studentov.

Analyzou rozptylu ANOVA (F(5,648)= 64,84; p = 0,0000) nulovi hypotézu zamietame
a potvrdzujeme existenciu signifikantnych rozdielov, ktoré dour¢ime Tukeyovym HSD testom
(Chyba! Nenalezen zdroj odkazii.). Z jeho vysledkov vyplyva, Ze aZ na priemery indexov
AALI v skupinéch Studentov hodnotenych vo vyslednom hodnoteni klasifikacnymi stupfiami E
a FX, vSetky ostatné vykazuju navzajom Statisticky vyznamné rozdiely.
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Tabul’ka 3. Prehl'ad signifikantnych vysledkov HSD testu priemerov AAI skupin Studentov
roztriedenych podl'a dosiahnutych klasifikacnych stupiiov

AAI %(AAlg ) x(AAl;(s)) x(AAlp ) x(AAlg(s) x(AALrx )
X(AALyp)) | *¥*0,006133 | **0,000020 | ** 0,000020 | ** 0,000020 | ** 0,000020
%(AAl ) *%0,000020 | ** 0,000020 | ** 0,000020 | ** 0,000020
x(AAly) *%0,000213 | **0,000020 | ** 0,000020
x(AAlpw) *%0,005113 | ** 0,000349
x(AAlgs)) 0,998257

Vysvetlivky:

* signifikantnd nezhoda na hladine 0,05,
** signifikantna nezhoda na hladine 0,01.
Zdroj: vlastné spracovanie

Pri modelovani vyvoja strednych hodndét AAI vsmere =zavedenej postupnosti
klasifikaénych stupniov celkového hodnotenia Studentov v predmete vyuzijeme GLM (skr.
z ang. Generalized Linear Model) s polynomickou regresiou, ktora poskytuje vystup v podobe
kvadratického regresného modelu AAI=—0,005x>+ 0,0663X — 3,459.10° s Rz =0,9877 (graf 3).

Graf priemerov a intervalov spolehlivosti (95,00%) Graf priemerov a intervalov spolehlivosti (95,00%)
Anl AA| = -3,459E-5+0,0663%-0,005%2; 0,95 Int.spol
0.25 AAI
0.25
0.20 __//} TT’
%,/ 0.20
///
.’/
0,15 /%
z / - 015
1 =]
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Znamka = AAl Znamka S5AAL

Graf 3. Grafické porovnanie stavu a vyvoja AAI v jednotlivych klasifikaénych stupiioch
vysledného hodnotenia predmetu Matematickd gramotnost’

V zhrnuti teda m6Zeme na hladine vyznamnosti @ = 0,05 formulovat’ ¢iastkové odpovede
na poloZené vyskumné otazky (VOI1 az VO4).

Studenti $tudijného odboru U¢itel'stvo a pedagogické vedy po prvom semestri §tadia na
vysokej Skole dosahuju Zelany stav spolahlivosti hodnotenia svojho matematického vykonu
(VOL1). Tento nevykazuje Ziaden suvis s vyslednym hodnotenim, ktoré¢ dosiahli v predmete
Matematickd gramotnost’ (VO2). Presnost’, v ponimani absolltnej presnosti hodnotenia ich
matematického vykonu, vSak po absolvovani Gvodného predmetu z portfélia matematicky
orientovanych disciplin eSte dosiahnuta nebola. Pri modelovani trendu vyvoja sa preukazuje
kvadraticky nérast nepresnosti hodnotenia so zhorSujicim sa klasifikaénym stupiiom
dosiahnutého vysledného hodnotenia matematického vykonu, pricom zaporny kvadraticky
koeficient b, = - 0,005 sposobuje zniZzovanie Statisticky vyznamnych rozdielov, avsak iba
medzi ostatnou dvojicou skupin Studentov, ktori boli v predmete hodnoteni stupiiami E a FX.
V ostatnych skupinach Studentov hodnotenych réznymi klasifikaénymi stupfiami je rozdiel
v absolutnej presnosti hodnotenia signifikantne vyrazny. Tieto zistenia empiricky dopliaju
zavery metaanalyzy Blacka a Wiliama (1998), ktori konStatuji silny vplyv formativneho
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hodnotenia na vzdeldvanie Studentov aj o nami skimanu Specifickii skupinu Studentov —
budtcich ucitel'ov predprimarneho a primarneho stupna vzdeldvania.

5. Limity a obmedzenia

V naSom vyskumnom subore nebola v jednom z indexov dosiahnutd normalita rozdelenia
udajov aj napriek tomu, ze rozdelenie sa v zdkladnom stubore Studentov, odvolavajic na
centralnu limitn vetu, zvycajne javi ako normalne (Chraska 2007, s. 67). Je teda dolezité
pomenovat skryté faktory, ktoré takémuto rozdeleniu v stibore Studentov zacinajucich §tadium
na vysokej Skole pedagogického zamerania mozu branit’:

e Studenti nastupujuci do 1. rocnika bakalarskeho Studia spravidla neabsolvuju maturitnti

skuSku z matematiky, ani ziadnu zjej foriem (externti alebo interntl), nakol'ko
v suCasnosti je vyber matematiky ako maturitného predmetu postaveny na baze
volitelnosti (v gymnézidch zo skupiny prirodovednych predmetov) alebo
dobrovol'nosti (v ostatnych strednych skolach),

e prijimacie konanie na VS $tidium do tychto $tudijnych programov v stéasnosti
nevyzaduje absolvovanie prijimacej skusky z matematiky alebo jej nahrady,

e predmet Matematickd gramotnost’ je prvym z predmetov matematickej pregradudlne;j
pripravy, s ktorym sa Studenti v zimnom semestri 1. ro¢nika svojho Stidia na PF PU
stretajq.

Vedomostné tiroven Studentov prichadzajicich z rdéznych typov strednych $kdl je rozna.

V pripade existencie (aj zavaznejSich) problémov v doterajSom §tidiu matematiky si Studenti
tieto problémy prinasaji so sebou aj na vysoku skolu.

Druhym  faktorom zatial obmedzujicim vyhodnotenie dal§ich konStruktov
metakognitivneho monitorovania je identifikéciu spol'ahlivo resp. nespolahlivo zodpovedane;j
polozky. V pripade pouzitia dichotomického skoérovania je tato identifikécia bezproblémova.
Nedichotomické skérovanie vSak nardza na potrebu stanovenia kritéria spravnosti odpovede
v pripade poloziek s vy$§im bodovym skérovanim. Diskusia sa otvara pri uvahach:

e nutnosti jeho fixovania v podobe jednotnej relativnej miery UispeSnosti rieSenia kazdej

z poloziek (napriklad ¢i bude 80% tuspeSnost’ Studenta v rieSeni kazdej z polozky
povaZovana za hranicu spol'ahlivosti pri posudzovani odpovede),

e o potrebe jeho dynamizacie zohl'adiiujucej vyskyt roznych typov poloZiek v teste alebo
rozny pocet a vaha distraktorov v polozke.

6. Zaver

KonStatujeme, ze u Studentov Studijného odboru Ucitel'stvo a pedagogické vedy,
v predmete Matematicka gramotnost, nedochddza ku skresleniu medzi subjektivnym
a objektivnym hodnotenim matematického vykonu, o povazujeme za poteSitelné. Podla
Hnatovej a MokriSa (2020) ku skresleniu nedochadza ani pri parcidlnej Casti kurikula predmetu
Matematickéd gramotnost, ktord sa zaoberala problematikou nepolyadickych ¢iselnych sustav.
V tejto téme sice Studenti dosahuju, v rdmci priebezného hodnotenia, poZadovant Gspesnost’,
avSak s nizSou mierou istoty pri posudzovani spravnosti svojej odpovede. Analyza ostatnych
subtém kurikula predmetu je obsahom d’alSiecho skiimania. Zarovenl sa v SirSom kontexte
nepotvrdil ziaden suvis skreslenia s vyslednym hodnotenim Studentov, ktoré dosiahli
v predmete Matematicka gramotnost’.
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Pri presnosti hodnotenia konsStatujeme, Ze je mozné dosiahnuty stav zlepSovat’. Z pohl'adu
ucitelov musime svoju pozornost’ zamerat’ na Studentov s hor$im zaverecnym hodnotenim
matematického vykonu v predmete, nakolko tito dosahuju signifikantne vyznamnejSiu
nepresnost’ v hodnoteni.

Jednym z d’alSich smerovani vyskumu je aplikacia konstruktov zaloZenych na porovnani
vysledkov dosiahnutych pri spolahlivo a nespolahlivo hodnotenych polozkach. NaSou
ambiciou je pouzit' index relativnej presnosti (r), ktory hodnoti (linearny) vztah medzi
usudkami spol'ahlivosti a objektivnym hodnotenim vykonu podl'a daného kritéria. V spolocnej
interpretacii budu tieto indexy spolu so skreslenim komplexnejSie popisovat’ konstrukty
metakognitivneho monitorovania matematického vykonu Studentov.
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Abstrakt

Prispévek je zaméfeny na prezentaci zkuSenosti, ziskanych pii reflektivni vyuce
v seminafich z didaktiky matematiky na Pedagogické fakult¢ MU v Brné€. Predmétem naseho
zajmu bylo posouzeni pfistupu budoucich uciteli pro 1. stupen zakladni Skoly k feSeni
netradi¢nich uloh — Ciselnych trojihelnikti. Ukazalo se, Ze strategie feSeni, pouzité studenty,
byly znaéné rozdilné: od postupli na Grovni zakl (pokus a omyl) az k pokusim o feSeni,
vyuzivajici sofistikovanéjs$i postupy a znalosti osvojené v pfedchozim matematickém
vzdélavani. Spole¢nou reflexi studentskych pftistupt k feSeni a kvalifikovaného posouzeni
zakovskych feSeni dokumentovanych videozdznamem povazujeme za vhodny podnét
k postupnému vytvareni jedné stranky profesni identity ucitele.

Klicova slova: reflexe, reflektivni vyuka, videozaznam, ¢iselné trojuhelniky, strategie feSeni

NUMBER TRIANGLES: A VIEW OF PROSPECTIVE TEACHERS FOR
NON-TRADITIONAL TASKS

Abstract

The article presents experience obtained through reflective teaching during the didactics of
mathematics’ seminars at the Faculty of Education of the Masaryk University in Brno. The
authors focused on assessment of the prospective primary school teachers’ approach to the
solution of non-traditional tasks - number triangles. It has been found out that the solution
strategies of students vary significantly, from typical pupils’ strategies (trial and error) to
solution attempts using more sophisticated elements and knowledge acquired in course of
previous mathematical education. The authors consider common reflexion of the students’
solution approaches and qualified assessment of pupils’ solutions documented by video
recording an appropriate impulse for gradual creation of this aspect of the professional identity
of the teacher.

Keywords: reflection, reflective teaching, video recording, number triangles, solving strategies

1. Uvod

Matematicka a didaktickd sloZzka zaujimaji v pfipravném vzdélavani ucitelt pro 1. stupeni
zakladnich Skol vyznamné postaveni, které je odrazem vyznamu a smyslu matematického
vzdélavani zakl. Pfi hledani cest, jak zménit akademicky pfistup zalozeny pouze na osvojovani
teoretickych poznatkil studentti, se v poslednich desetiletich prosazuje model reflektivni praxe
jako specifického klinického pojeti profesniho vzdélavani. V pojeti reflexe, které vychazi
z konstruktivistické epistemologie (Svojanovsky, 2016), je osvojovani znalosti zpravidla
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spojeno s reflexi praktické zkuSenosti v redlném prostredi Skolské vyuky (Korthagen & Vasalos
,2005; Janik et al. 2013). Ucitel jako reflektivni praktik jednd aktivné, samostatng, tvoiive
a odpovédné¢ v komplexnich pedagogickych situacich na zakladé dostatecné¢ hlubokého
a Sirokého poznani edukacnich jevl a souvislosti, svych zkuSenosti, kritické reflexe
a sebereflexe. Reflektovani predchozi zkuSenosti pomaha uciteli vyhodnocovat efekty vlastnich
ptistupli a objevovat nové cesty, jak pfistupovat ke vzdélavani konkrétnich déti, jak s nimi
komunikovat s uspéchem a efektivné (Syslova et al., 2018).

2. Teoreticky zaklad
2.1. Reflektivni pristup ve vyuce didaktiky matematiky

Reflexi mizeme vymezit jako ,,proces uceni se prostiednictvim zkusenosti a ze zkusenosti
S cilem ziskani nového porozuméni sobé samému a/nebo praxi* (PiSova et al., 2011, s. 43).
Uceni ze zkuSenosti chapeme jako celostni uceni, které zahrnuje jak kognitivni aspekt
(mysleni), tak aspekt konativni (jednani) a afektivni (prozivani), jez jsou vzajemn¢ provazany.
Diskuse o reflektivné pojatém piipravném vzdélavani uciteld a jeho efektivit¢ vedly
k formulaci novych koncepci jak na narodni (Nezvalova, 2000; PiSova, 2005; Spilkova et al.,
2015; Svec, 2005), tak mezinarodni trovni (Korthagen et al., 2011; Kosova & Tomengova et
al., 2015; Pollard et al., 2006). V nasem pojeti vnimame uvedeny koncept vzdélavani ucitelt
v souladu s Tomkovou (2018) jako obrat ke studentovi, ktery mu umoziuje rozvoj celé jeho
osobnosti. HoSpesova a Ticha (2007, s. 52) zdlraznuji dilezitost reflexe také v ptriprave ucitelit
matematiky. Uvadéji, ze reflexe ,,je klicovym prvkem v profesnim rozvoji studentu ucitelstvi
i ucitelii piisobicich v praxi. Systematické provadeni kvalifikované reflexe jim umozni hlubsi
pohled na vlastni praci.”

Tento zplsob piipravy ucitelti rozviji také jejich poznatkovou bazi, ktera je povazovana
za ,.klicovy aspekt cesty k ucitelskému profesionalismu‘* (PiSovéa et al., 2011, s. 53). Janik (2009,
s. 15) ptijima Shulmantv (1987) koncept poznatkové baze ucitelstvi (knowledge base for
teaching), ktery vymezuje jako ,kodifikovany nebo kodifikovatelny agregdat poznatkil,
dovednosti, porozumeéni a technologii, etiky a dispozic, kolektivni zodpovédnosti — a soucasné
zpiisobu, jak je reprezentovat a komunikovat®.

V seminéfich pfedmétu Didaktika matematiky ve studiu ugitelstvi pro 1. stupei ZS na
Pedagogické fakult¢ MU cilené vytvatime prostor pro analyzu a naslednou spolecnou reflexi
uloh, situaci a jevl. Pro nasi realizaci reflexe je vyznamné vyuziti hospitacniho videozaznamu
(Najvar et al., 2011). Studenti zde dostavaji ptilezitost k tomu, aby oteviené a kriticky vyjadfili
svllj nazor, uplatnili své dosavadni kompetence diagnostické a komunikativni. Smyslem
spolecné detailni analyzy je pfedev§im to, aby se studenti ucili ,,vidét* a ,,pojmenovat®
souvislosti jednotlivych aktivit s osvojovanim matematickych znalosti. Tim se jim poskytuje
urcity vzor pro reflexi vlastni vyuky.

Jako vhodna oblast spolecné reflexe se nabizeji matematické ucebni tlohy a jejich feSenti
zaky, nebot’ jsou povazovany za aktudlni vyzkumna témata didaktiky matematiky a za trvaly
predmét zdymu Skolské praxe (Vondrova et al., 2015). V naSem pojeti reflektivni vyuky
povazujeme ulohy a jejich feSeni za soucast komplexnéjsi vyukové situace. Predmétem reflexe
jsme ucinili ulohy, oznacované jako ,,Ciselné trojuhelniky“. Nejsou ve vyuce matematiky
obvyklé a vedle rutinnich aritmetickych vypocti vyzaduji také uplatnéni vysSich kognitivnich
funkei.
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2.2. Ciselné trojihelniky a jejich uplatnéni ve vyuce

Z hlediska zamé&feni nasi stati povazujeme za pottebné zasadit ulohu ,,Ciselné trojuhelniky*
(number triangles) do obecnéjsiho didaktického kontextu. Krauthausen a Schererova (2010)
povazuji Ciselné trojuhelniky za jedno ze ,substantial learning environment®, pro néz je
pouzivan Cesky ekvivalent ,,podnétné vyukové prostiedi (Samkova et al., 2015). Wittmann
(2001) charakterizuje podnétné vyukové prostiedi jako vyukovy celek s nasledujicimi
vlastnostmi: predstavuje ustfedni cile, obsahy a principy vyuky matematiky na dané urovni;
tyka se vyznamnych matematickych obsaht, procest a postupii; je flexibilni a 1ze ho upravit
podle konkrétnich podminek ve tiid¢; spojuje matematické, psychologické a pedagogické
aspekty vyuky. Jak pfipominaji Samkova et al. (2015), je podnétné vyukové prostredi
podminkou pro uplatnéni aktivit, zaméfenych na zkoumani a objevovani (badatelsky
orientované vyuky). Vyuzivani podnétnych vyukovych prostfedi je rovnéz vhodnym
zpusobem, jak docilit ,,pfirozené diferenciace. Jedna se o takovy piistup k problematice
heterogenity ve vyuce matematiky, kdy diferenciace je vnimana jako néco normalniho, dokonce
v nékterych aspektech ptinosného. ,,Podstatné je, ze vsichni Zdci ve tiidée mohou soucasné
pracovat na stejném obsahu, resit stejnou ulohu a to na riuznych urovnich podle svych
schopnosti* (Ticha, 2010, s. 299).

Ciselny trojuhelnik se sklida ze ¥ vnitinich a tfi Gasti vn&jsiho pole, piiléhajicich
k jednotlivym stranam trojuhelniku. V kazdém z Casti pole je zapsano jedno piirozené Cislo,
popiipad¢ urcity pocet symboll zastupujicich pfirozena ¢isla (pismena a, b, ¢). Pfitom vzdy
plati pravidlo, ze v kazdé c¢asti vnéjsiho pole je zapsan vysledek souctu dvou Cisel (poctu
symboli) z piilehlych vnitinich poli (obr. 1)L,

atc b+ ¢

a+b

Obrazek 1. Ciselny trojiihelnik - zapis pravidla pro souéet sousednich poli.

! Na podobném principu je zaloZen tzv. arithmagon nebo arithmogon (Mason, J., Burton, L., & Stacey, K., 2010;
Wittmann, E.C., 2001). Arithmagon se vSak zaméfuje na operace s Cisly ve vrcholech trojiihelniki, ¢tvercl nebo
pétinhelnikti. Wittmann (2001) na souvislost ¢iselnych trojuhelnikti s arithmagony odkazuje, ale zdaraznuje, ze
kazdé z téchto prostiedi smétuje k jinym ciltm.
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Ciselné trojuhelniky mohou byt zadany ve &tyfech podobach rtizné (gradujici) obtiznosti.
V zakladnim ¢iselném trojuhelniku jsou zaddna vSechna tfi Cisla ve vnitinich polich (typ a). Pro
vyplnéni zbylych poli staci provést v libovolném portadi tii soucty.

Druhym typem je trojuhelnik se dvéma zadanymi ¢isly ve vnitinich polich a jednim ve
vn&js$im poli (typ b). V trojuhelniku tietiho typu je zadano jedno ¢islo ve vnitinim poli a dvé
¢isla v poli vn&jsim (typ c). V téchto trojuhelnicich je tteba pro vypocet ¢isel v dal§ich polich
pouzit jak scitani, tak od¢itani. Zaroven jiz neni potadi jednotlivych operaci zcela libovolné,
v nékterych pfipadech je dokonce mozny pouze jeden postup feSeni. Tyto tfi typy Ciselnych
trojuhelnikl Ize fesit vypocty bez uplatnéni badatelské teSitelské strategie. Jsou tedy vhodné
pro seznameni zaka s prostfedim ciselnych trojuhelnikl a pochopent jejich zakladnich principa.

O ]
Obrazek 2. Ciselné trojithelniky typu a), b), c), d).

vvvvvv

pole (typ d). Pro urceni ¢isel ve vnitinich polich nesta¢i pouhé rutinni vypocty. Zaci k jejich
urc¢eni mohou zvolit rizné metody — metoda ,,pokus-omyl®, systematické dosazovani Cisel nebo
objeveni nové strategie feSeni s vyuZzitim vlastnosti ¢iselného trojiihelniku.

3. Popis reflexe a autentické vypovédi studentii’

Data uvedena v ptispévku jsme ziskali pti pouziti reflektivni analyzy studentskych feseni.
Zaméfili jsme se na hledani odpovédi na dvé otazky:
1) Jaké fesitelské strategie pouziji studenti uéitelstvi pro 1. stupett ZS pii fedeni riiznych
typt Eiselnych trojuhelnik?
2) Jak ptijimaji studenti tlohy uvedeného typu z hlediska jejich potencionalniho vyuziti ve
vlastni vyuce?

Reflektivni vyuka probé&hla v seminéfi z didaktiky matematiky v prosinci 2019 ve skupiné
28 studentii 3. roéniku oboru ugitelstvi pro 1. stupeit ZS na Pedagogické fakulté MU v Brng.

Vychozim krokem reflektivni aktivity bylo seznameni studentl s prostfedim ciselnych
trojuhelnikti. Ukézalo se, Ze tento typ netradicni Ulohy je pro né zcela neznamy, na
vybranych ¢iselnych trojuhelniki, které byly studentim zadany ve stejné podobé jako zakiim
5. ro¢niku ZS (Blazkova, 2020). Aktivitu fidila spolu s vyu¢ujicim spoluautorka ptispévku
Rbzena, kterda na videozdznamu demonstrovala ukéazky z vlastni vyuky. Nacrtla na tabuli
¢iselny trojuhelnik, doplnila do vnitinich a do ¢asti vnéjsiho pole ptislusna cisla.

2V glanku jsou pouzity ukazky a citace z diplomové prace spoluautorky ¢lanku R. Blazkové: Ciselné trojiihelniky
jako prileZitost k uplatneni badatelské vyuky. Brno: Pedagogicka fakulta MU, 2020.
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13 11

8

Obrazek 3. Uvodni ukazka vyfeseného &iselného trojuhelniku typu a).

Studenti se pokouseli objevit pravidlo, podle kterého jsou ¢isla v trojuhelniku umisténa.
Svij ,,objev* formulovali riizné:
wJe tam asi néjaké pravidlo scitani. To Cislo, které nalezi ke strané trojuhelniku, tak se... ta
c¢isla na té strané se scitaji.*
»Sectou se dvé cisla, ktera jsou nad sebou nebo vedle sebe. 5 plus 3 je 8, 5 plus 8 je 13, 3 plus
8jell.”

Pfi feseni trojuhelnikt typu a) a b) nebyly zaznamenany problémy ¢i neGspés$na feSeni,
pouze formulace obecného postupu feseni se ponckud lisily:
wecetla jsem vzdy dvé vnitrni vedlejsi strany a vysledek napsala do vnéjsiho pole.*
~Postupné jsem scitala vnitini sousedici pole trojuhelniku a vysledky postupné zapisovala do
prilehlého vnéjsiho pole strany trojuhelniku.*

26 22

16

Obrazek 4. Ukézka feSeni trojuhelniku typu a).

vvvvvv

ktery se opiral o konkrétni zadana Cisla:
»A42 — 16 = 26 (¢islo v hornim vnitrnim poli); 57 — 16 = 41 (posledni chybéjici cislo ve vnitinim
poli); 26 + 41 = 67 (¢islo ve zbyvajicim vnéjsim poli).*

Obecny postup byl v tomto piipadé studentkou vyjadien timto zplisobem:
,Odecteni znamého cisla v trojuhelniku od vysledku nad stranou, doplnéni vysledku do
trojuhelniku, zpétna kontrola; vypocet dolni casti + kontrola, vypocet levé casti*.
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67 42 42

41 16 16

57 57

Obrazek 5. Ukazka feseni trojuhelniku typu c).

Dalsi tloha byla zadana takto:
Dopli do trojuhelniku cisla, ktera jsou nad nim napsana. Pouzij vsechna cisla.

2,4,6,6,8,10 7,11, 14,18, 21, 25

10 6 21 25

Obrazek 6. Doplnéni zadanych Cisel do trojuhelniku.

Studenti své tvahy formulovali naptiklad takto:
Jako prvni vezmeme ta dvé nejmensi cisla, secteme je, Skrtneme ten soucet i ta dve cisla. Pak
vezmeme nejmensi cislo, které tam zbylo, a secteme to. A tak mi to vidycky vyjde.*

Dalsi krok byl zaméten na odhaleni a obecnéjsi popis vztahu mezi vnitfnimi a vnéj$imi ¢isly
trojihelnikti. Pokud ozna¢ime vnitini ¢isla trojuhelniku a, b, ¢ (obr. 1), miZeme fici, Ze soucet
vnitinich Cisel je a + b + ¢. Z obrazku 1 téz vyplyva, ze soucet vnéjsich Cisel je (a + b) + (b + ¢)
+ (a+c) = 2(a +b +c). Odtud plyne, Ze soucet vné&jsich ¢isel je dvojnasobkem souétu vnitinich
¢isel. Uvedeny poznatek l1ze vyuzit pti feSeni trojuhelniku d).
a+b+c

2
poloving ze souctu vSech tii vnéjSich Cisel, a vnéjsi Cislo a predstavuje soucet dvou zbylych

222 a= 3 (b+c— a).Obdobné

vyjadfit jako rozdil — a. Z ptedchozi tvahy totiZ vime, Ze soucet vnitinich Cisel je roven

vnitinich ¢isel. Proto je vnitini ¢islo v hornim polix =
1ze urcit 1 zbyla dvé vnitini Cisla (obr. 7).
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1 1 b
E(ﬁ"*’f*b) E(‘H— —c)

Obrazek 7. Vypocet vnitinich ¢isel ze zadanych vnéjsich ¢isel v trojahelniku typu d).

Nekteré autentické studentské odpovédi na otazku, jakou metodu pouzili pii hledani

vnitinich ¢isel (obr. 8):
,Metodou pokus-omyl, rozdélila jsem 34 na 17 a 17, a pak jsem na jedné strané pridavala a na
druhé ubirala podle toho, jak mi to vychazelo.*

Jina studentka tento postup uptesnila a popsala jednoduchy postup, jak tesit trojuhelniky se
ttemi vnéjSimi Cisly:
»VZzdy jsem spodni Cislo vydélila 2 a poté si odecetla rozdil Cisel na strandch a podle toho
upravila polovinu spodniho cisla.*

Toto tvrzeni bylo doplnéno vypocty potiebnymi k vyfeseni trojuhelniku na obrazku 8:
»34:2=17; 25-15=10; 10:2=5; 17-5=12; 17+5=22".

15 25 15 25

34 34 a

Obrazek 8. Reseni trojiihelniku se tfemi zadanymi vnéjSimi Cisly.

Rozsah ptispévku neumoziiuje uvést vSechny etapy prace s Ciselnymi trojuhelniky, které
byly v pribéhu seminafe realizovany a reflektovany. Napiiklad byla diskutovana souvislost
aritmetického a geometrického pohledu na Ciselné trojuhelniky, jak ji prezentuje Wittmann
(2001), a kterou jsme vyuzili pfi obecném feSeni trojihelniku typu d). Autor uvadi, ze
matematicka podstata ¢iselnych trojuhelnikti vychazi z nasledujiciho geometrického problému:
Je dan trojuhelnik ABC. Sestrojte tri kruznice se stiedy ve vrcholech tohoto trojuhelniku, pro
ktere plati, Ze kazdé dvé kruznice maji vidy prave jeden bod dotyku.
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Y

Obrazek 9. Geometricka interpretace ¢iselného trojuhelniku.

Z obrazku 9 vyplyva, zex +y=c,y+z=a,X+z=Db.Protojec+a=(Xx+y)+(y+2)
=(x+2)+2y=b+2yatudizy = (c+a-b). Stejné tak plati, e x=— (b + ¢ - a)

az:%(a+b—c).

Studenty zaujala také otazka poctu feSeni trojuhelniki se zadanymi Cisly (vice nez jeden
licha a suda. Domnivame se, ze i zuvedeného je zfejmy vyznamny motivacni potencial
prostiedi ¢iselnych trojahelniki.

4. Shrnuti, diskuse a zavéry

ZkuSenosti z vyuzivani reflektivni analyzy zaméfené na studentsky pfistup k netradi¢énim
ulohdm, s nimiz se dosud ve §kolnim vzdé€lavani v roli zdka nesetkali, pfinesly nékteré podnéty,
které se pokusime shrnout a odpoveédét na otazky, které jsme si polozili.

Postupy, které studenti pii vlastnim feSeni pouzili, byly velmi rozmanité. Nebylo smyslem
vlastni reflexe ani tohoto ¢lanku je blize kvantifikovat. Bylo vSak ziejmé, Ze pfevazné
postupovali v intencich moznosti zakt paté tfidy: metodou pokus — omyl, bez hlubsiho
zdlivodnéni a patfi¢né argumentace. Pouze vyjimecné bylo moZzno zaznamenat sofistikovangjsi
postupy a znalosti osvojené v pfedchozim matematickém vzdé€lavani. Potvrdila se tim naSe
zkuSenost, kterou jsme zaznamenali pfi analyze studentskych feSeni nestandardnich uloh jiz

v minulém obdobi (Novakova, 2019).

Studenty aktivita pln¢ zaujala, diskuse se vedle hledani vlastniho fesSeni jednotlivych typi
trojihelnikli zamétovala predevs§im na to, zda a v jaké podobé€ bude mozné ulohy vyuZit v praxi
vyuky ve vyssich ro€nicich 1. stupné zakladni skoly.

Z autentickych nazort studenti:

»Mné se to libi, protoze jsem nad tim i ja musela premyslet a myslim, Ze to ty déti rozviji. Je to
uplné jiny typ prikladii, nez na jaky jsou zvykli z ucebnic.

»Mé prekvapilo, kolik se toho da s tim jednim trojuhelnikem zvladnout*.

»PFislo mi super, Ze jsou tam nejdriv lehci priklady, pak tezsi a pak zase lehci. Zase se tam
nevyuziva tolik prechod pres desitku, ale jsou tam ty zakladni pocty. Takze je to i pro slabsi
zaky motivujici.

»Rozviji to kreativitu deéti. Nekteri v tom hledaji systém, jini resi metodou pokus-omyl.*

»Mné prijde, Ze Zaci se muzou citit svobodnéjsi. Je super, Ze nejsou uzavreni do urcitého
postupu.
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LwUrcite by to Slo vyuzit pro ty Sikovnéjsi ve tride nebo pro ty, kteri tu béznou latku zvladaji
S prehledem.

Je to vhodné pro vsechny Zaky. Ti slabsi zuistanou jen u pocitani a ti Sikovnéjsi pak miizou
hledat ten systém a ditkazy.*

Na rozdil od spontanniho piijeti prostiedi Ciselnych trojuhelnikli studenty ucitelstvi byly
nazory ucitelti patych tfid, ve kterych diplomantka Riizena ,,experimentalni vyuku* realizovala,
ponékud raznorodé:

»Nemiizu prece veénovat hodiny vyuky na to, aby si zaci pracovali po svém a povidali si, aniz
bychom se posunuli v ucivu.*

,Zdky je nutné motivovat znamkami nebo pochvalou pred spoluzdiky a odménou, jinak jejich
snaha polevuje.

,.Zdci mé mile prekvapili svou schopnosti vést diskuzi a argumentovat. Abstraktnéjsi zavéry byli
schopni vyvodit jen Zdaci, kteri se hlasi na viceleta gymndazia.*

U nékterych zakii jsem necekala takovou aktivitu a zapal.*

Prostfednictvim feSeni a bliz§iho ,,zkoumani® vybranych uloh z prostiedi ¢iselnych
trojuhelnikli jsme se pokusili angazovat studenty do uvazovani o sob&, o své pripravenosti
k efektivni vyuce matematiky. Podstatnou se jevi konfrontace studentskych pohledil na tlohy
s videozaznamem vybranych sekvenci feSeni zakl v realném prostiedi vyuky. Zménu pohledu
studenta na fedeni uloh uréenych pro zaky 1. stupné ZS povazujeme za jeden z elementi
konstrukce profesni identity ucitele, jeho profesniho piesvédceni (Pajares, 1992). Budouci
ucitel jiz neni pouhym feSitelem lohy, jehoz cilem je Glohu (co nejrychleji a podle pozadavki
svého ucitele) vytesit. Proces budovani individualni identity ucitele, do néhoz se promita také
piesvédCeni o pfipravenosti studenta k fizeni ucebni ¢innosti zakl pii feSeni tloh (Dofkova,
2016), je vsak v didakticky zamétenych predmétech studia teprve nastartovan.
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Abstract

Divisibility plays a crucial role in arithmetic, number theory and modular arithmetic. The
orientation in the divisibility is needed to solve many tasks from everyday life. Thus, divisibility
is an important part of mathematics curriculum. Children are beginning to get acquainted with
the basic concepts and principles of divisibility since the age of 8. It seems that the teaching of
divisibility can be interesting when using MS Excel. In this way, we can also increase pupils'
digital literacy. In our paper, we will focus on possibilities of using the MOD function in MS
Excel. We will solve some word problems.

Keywords: divisibility, modular arithmetic, MS Excel, word problems.

1. Introduction

Divisibility is an important part of mathematics curriculum. Pupils are beginning to get
acquainted with the basic concepts and principles of divisibility since the age of 8. Children of
elementary school know that a (concrete) natural number a divides a (concrete) natural number
b, if there is a (concrete) natural number ¢ such that b = a - c. They also know how to find,
for two (concrete) natural numbers a and b, the quotient ¢ and the remainder r such that
b =a-q + r. Pupils become acquainted with concepts such as the greatest common divisor
or the least common multiple at the age of 12, but at the age 8-11 they prepare for it.

Using MS Excel to solve some examples can make the divisibility learning more attractive.
In MS Excel, concerning divisibility, we can use the following functions (“Excel function
guide”).

e MOD function: returns the remainder after division (returns the remainder after the
first number is divided by a divisor). For example MOD(18;5) returns 3 or
MOD(2020;37) returns 22.

e GCD function: returns the greatest common divisor of two or more natural numbers.
We recall that the greatest common divisor is the largest positive integer which
divides all supposed natural numbers. For example, MOD(16;28) returns 4 or
MOD(7;33) returns 1 or MOD(72;360;108) returns 36.

e LCM function: returns the least common multiple of two or more natural numbers.
We recall that the least common multiple is the smallest positive integer which is
a multiple of all supposed natural numbers. For example, LCM(12;8) returns 24 or
LCM(7;13) returns 91 or LCM(1348;1415;2020) returns 192 649 420.

For teaching divisibility of pupils aged 8-11 we can use the MOD function above all. In our

paper, we will show some examples of word problems that can be solved by means of the MOD
function. We will use also the next functions in MS Excel (“Excel function guide”)..
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e IF function: returns one value if the condition is true, or another value if the
condition is false. For example, IF(MOD(72;8)=0;1;0) returns 1 because the
number 8 divides the number 72. On the other hand IF(MOD(22;3)=0;1;0) returns
0 because the number 3 does not divide the number 22.

e INT function: returns the integer part of a decimal number by rounding down to the
integer. For example, INT(2,85) returns 2 or INT(29/7) returns 4.

2. Word problems

In this section, we will show how we can solve some word problems concerning divisibility
using MS Excel. The given examples were solved in (“Divisibility — math word problems”)
using procedures with which pupils aged 8-11 are usually unfamiliar (such as finding the least
common multiple using prime factorization).

Example 1 (“Divisibility — math word problems”, Example 4).

Pal'o, Jano, Karol, and RiSo were doing an intelligence test. Pal'o correctly answered
half of the questions plus 7 questions, Jano to one third plus 18 questions, Karol to one quarter
plus 21 questions and RiSo to one fifth plus 25 questions.

After the test, Karol said: "I feel like I did quite well. I don't know how many questions
were in the test, but the number of them was less than or equal to 100. How many questions
were in the test?

What was the name of the boy who had the most correct answers? How many correct
answers did he have?

Solution. It follows from the text of word problem that the number of questions is greater than
25 and less than or equal to 100. We also know that the number of questions is divisible by 2,

3, 4 and 5. Now, we can use MS Excel as it is shown in Tables 1 and 2.

Table 1. Example 1, used functions in MS Excel.

A B C D E F

1| 26 =MOD(A1;2) | =MOD(A1;3) | =MOD(Al4) | =MOD(Al;5) =IF(B1+C1+D1+E1=0;"YES";"NO")

2 | 27 =MOD(A2;2) | =MOD(A2;3) | =MOD(A24) | =MOD(A2;5) =IF(B2+C2+D2+E2=0;"YES";"NO")

3 | 28 =MOD(A3;2) | =MOD(A3;3) | =MOD(A34) | =MOD(A3;5) =IF(B3+C3+D3+E3=0;"YES";"NO")

4 | 29 =MOD(A4;2) | =MOD(A4:3) | =MOD(A4;4) | =MOD(A4;5) =IF(B4+C4+DA4+E4=0;"YES";"NO")

5 | 30 =MOD(AS5;2) | =MOD(A53) | =MOD(A5:4) | =MOD(AS5;5) =IF(B5+C5+D5+E5=0;"YES";"NO")

6 | 31 =MOD(A6;2) | =MOD(A6;3) | =MOD(A6:4) | =MOD(A6;5) =IF(B6+C6+D6+E6=0;"YES";"NO")

7| 32 =MOD(A7;2) | =MOD(A7:3) | =MOD(A7:4) | =MOD(AT;5) =IF(B7+C7+D7+E7=0;"YES";"NO")

8 | 33 =MOD(A8;2) | =MOD(A8;3) | =MOD(A8:4) | =MOD(AS;5) =IF(B8+C8+D8+E8=0;"YES";"NO")
32 | 57 | =MOD(A32;2) | =MOD(A32;3) | =MOD(A32:4) | =MOD(A32;5) | =IF(B32+C32+D32+E32=0;"YES";"NO")
33 | 58 | =MOD(A33;2) | =MOD(A33;3) | =MOD(A33:4) | =MOD(A33;5) | =IF(B33+C33+D33+E33=0;"YES";"NO")
34 | 59 | =MOD(A34;2) | =MOD(A34;3) | =MOD(A34:4) | =MOD(A34;5) | =IF(B34+C34+D34+E34=0;"YES";"NO")
35 | 60 | =MOD(A35;2) | =MOD(A35;3) | =MOD(A35:4) | =MOD(A35;5) | =IF(B35+C35+D35+E35=0;"YES";"NO")
36 | 61 | =MOD(A36;2) | =MOD(A36;3) | =MOD(A36:4) | =MOD(A36;5) | =IF(B36+C36+D36+E36=0;"YES";"NO")
37 | 62 | =MOD(A37;2) | =MOD(A37;3) | =MOD(A37:4) | =MOD(A37;5) | =IF(B37+C37+D37+E37=0;"YES";"NO")
38 | 63 | =MOD(A38;2) | =MOD(A38;3) | =MOD(A38:4) | =MOD(A38;5) | =IF(B38+C38+D38+E38=0;"YES";"NO")
73 | 98 | =MOD(A73;2) | =MOD(A73;3) | =MOD(A73:4) | =MOD(A73;5) | =IF(B73+C73+D73+E73=0;"YES";"NO")
74 | 99 | =MOD(A74;2) | =MOD(A74;3) | =MOD(A74:4) | =MOD(A74;5) | =IF(B74+C74+D74+E74=0;"YES";"NO")
75 | 100 | =MOD(A75;2) | =MOD(A75;3) | =MOD(A75:4) | =MOD(A75;5) | =IF(B75+C75+D75+E75=0;"YES";"NO")
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A B C D E F
1 26 0 2 2 1 NO
2 27 1 0 3 2 NO
3 28 0 1 0 3 NO
4 29 1 2 1 4 NO
5 30 0 0 2 0 NO
6 31 1 1 3 1 NO
7 32 0 2 0 2 NO
8 33 1 0 1 3 NO
32 57 1 0 1 2 NO
33 58 0 1 2 3 NO
34 59 1 2 3 4 NO
35 60 0 0 0 0 YES
36 61 1 1 1 1 NO
37 62 0 2 2 2 NO
38 63 1 0 3 3 NO
73 98 0 2 2 3 NO
74 99 1 0 3 4 NO
75 100 0 1 0 0 NO

Table 2 gives that there were 60 questions in the test. We can easily calculate that Pal’'o

answered correctly % 60 + 7 = 37 questiones, Jano answered correctly % 60 + 18 = 38

questions, Karol answered correctly i- 60 + 21 = 36 and RiSo answered correctly % 60 +

25 = 37. Thus, the name of the boy who had the most correct answers is Jano.
Pupils may notice that if 4 divides a number, then 2 divides this number too. Thus, the
column B in Tables 1 and 2 can be omitted.

Example 2. (“Divisibility — math word problems”, Example 4).
How many are two-digit natural numbers that have the sum of the digits 97

Solution. We can use Excel functions INT, MOD and IF, see Tables 3 and 4.

Table 3. Example 2, used functions in MS Excel.

A B C D E
1 10 =INT(A1/10) =MOD(A1;10) —B1+Cl IF(D1=9; "YES";"NO")
2 11 =INT(A2/10) =MOD(A2;10) —B2+(C2 IF(D2=9; "YES";"NO")
3 12 =INT(A3/10) =MOD(A3;10) —B3+C3 IF(D3=9; "YES";"NO")
4 13 =INT(A4/10) =MOD(A4;10) —B4+C4 IF(D4=9; "YES";"NO")
5 14 =INT(A5/10) =MOD(A5;10) =B5+C5 IF(D5=9; "YES";"NO")
6 15 =INT(A6/10) =MOD(A6;10) =B6+C6 IF(D6=9; "YES";"NO")
7 16 =INT(A7/10) =MOD(A7;10) =B7+C7 IF(D7=9; "YES";"NO")
8 17 =INT(A8/10) =MOD(AS$;10) =B8+C8 IF(D8=9; "YES";"NO")
9 18 =INT(A9/10) =MOD(A9;10) =B9+C9 IF(D9=9; "YES";"NO")
87 96 =INT(A87/10) | =MOD(A87;10) =B87+C87 IF(D87=9; "YES";"NO")
88 97 =INT(A88/10) | =MOD(ASS;10) =B88-+C88 IF(D88=9; "YES";"NO")
89 98 =INT(A89/10) | =MOD(A89;10) =B89+C89 IF(D89=9; "YES";"NO")
90 99 =INT(A90/10) | =MOD(A90;10) =B90-+C90 IF(D90=9; "YES";"NO")
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A B C D E
1 10 1 0 1 NO
2 11 1 1 2 NO
3 12 1 2 3 NO
4 13 1 3 4 NO
5 14 1 4 5 NO
6 15 1 5 6 NO
7 16 1 6 7 NO
8 17 1 7 8 NO
9 18 1 8 9 YES
10 19 1 9 10 NO
18 27 2 7 9 YES
19 28 2 8 10 NO
27 36 3 6 9 YES
28 37 3 7 10 NO
36 45 4 5 9 YES
37 46 4 6 10 NO
45 54 5 4 9 YES
46 55 5 5 10 NO
54 63 6 3 9 YES
55 64 6 4 10 NO
63 72 7 2 9 YES
64 73 7 3 10 NO
72 81 8 1 9 YES
73 82 8 2 10 NO
81 90 9 0 9 YES
82 91 9 1 10 NO
90 99 9 9 18 NO

Using Table 4, we can answer that there are 9 two-digit natural numbers that have the
sum of the digits 9: 18, 27, 36, 45, 54, 63, 72, 81 and 90. Pupils may notice that the column D
can be omitted if we use the formula =[F(B1+C1=9;"YES";"NO") in the last column.

Example 3. (“Divisibility — math word problems”, Example 16).

The dance group formed groups of 4, 5, and 6 members. Always one dancer remained. How
many dancers could there in the whole group?

Solution. The number of dancers is greater than or equal to 7. We are looking for the smallest
number for which the remainder after dividing 4, 5 and 6 equals to 1. We will use Excel
functions MOD and IF, see Tables 5 and 6. In Table 6 we will end as soon as YES appears in
column E. Thus, the minimal number of dancers in the whole group is 61.
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Pupils may notice, for example, that formula =IF(B1*C1*D1=3; "YES";"NQO") in the column
E cannot be replaced by the formula =IF(B1+C1+D1=3;"YES";"NO").

Table 5. Example 3, used functions in MS Excel.

A B C D E

1 7 =MOD(A1;4) | =MOD(A1;5) | =MOD(A1;6) | IF(BI*C1*D1=1; "YES";"NO")
2 8 =MOD(A2;4) | =MOD(A2;5) | =MOD(A2:6) | IF(B2*C2*D2=1; "YES";"NO")
3 9 =MOD(A3;4) | =MOD(A3;5) | =MOD(A3;6) | IF(B3*C3*D3=1; "YES";"NO")
4 10 =MOD(A4;4) | =MOD(A4;5) | =MOD(A4:6) | IF(B4*C4*D4=1; "YES";"NO")
5 11 =MOD(A5:4) | =MOD(A5;5) | =MOD(A5:6) | IF(B5*C5*D5=1; "YES";"NO")
6 12 =MOD(A6;4) | =MOD(A6;5) | =MOD(A6;6) | IF(B6*C6*D6=1; "YES";"NO")
7 13 =MOD(A7:4) | =MOD(A7;5) | =MOD(A7:6) | IF(B7*C7*D7=1; "YES";"NO")
8 14 =MOD(A8:;4) | =MOD(AS;5) | =MOD(AS8:6) | IF(B8*C8*D8=1; "YES";"NO")
9 15

=MOD(A9;4)

=MOD(A9;5)

=MOD(A9;6)

IF(B9*C9*D9=1; "YES";"NO")

Table 6. Example 3, results in MS Excel.

A B C D E
1 7 3 2 1 NO
2 8 0 3 2 NO
3 9 1 4 3 NO
4 10 2 0 4 NO
5 11 3 1 5 NO
6 12 0 2 0 NO
7 13 1 3 1 NO
8 14 2 4 2 NO
9 15 3 0 3 NO
52 58 2 3 4 NO
53 59 3 4 5 NO
54 60 0 0 0 NO
55 61 1 1 1 YES

3. Conclusion

We were interested in some word problems concerning divisibility that can be solved by
pupils aged 10 to 11 by means of MS Excel. This may prepare pupils well to study divisibility
in the next years.

Divisibility plays a crucial role in modular arithmetic. Recall (“Modular arithmetic”,
Wikipedia) that modular arithmetic is a system of arithmetic for integers, where numbers “wrap
around” when reaching a certain value, called the modulus. In theoretical mathematics, modular
arithmetic is extensively used in number theory, group theory, ring theory and abstract algebra.
In applied mathematics, modular arithmetic is used, for example, in computer science and

cryptography.

Modular arithmetic can be characterized by the following way (“The Irish Time”, 2017):

you may not know it but you use it every day.
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Abstract

Chess and other board games can significantly increase the level of mathematical literacy
of pupils aged 6 to 11. Pupils can play chess, solve chess diagrams or deal with mathematical
chess problems as for example independence problems or dominance problems. In our paper,
we will focus on chess piece tour problems. We will reduce the classic chessboard 8x8 to
a smaller 5x5, 6x6 and 7x7 chessboard, respectively, to make chess piece tour problems more
accessible to pupils aged 6 to 11.

Keywords: Mathematical chess problems, combinatorics, Mathematical Kangaroo.

1. Introduction

In our paper we will deal with mathematical chess problems, especially with chess piece
tour problems. We recall (“Mathematical chess problems”, Wikipedia) which is formulated
using a chessboard and chess pieces.

Chess piece tour problems ask to find a tour of certain chess piece, which visits all squares
on a chess board (“Mathematical chess problems”, Wikipedia). It is very easy to find such tour
for king, queen and rook. Since bishops are able to reach only squares of one color, the problem
is formulated for one color. The most interesting is finding a tour for knight, i.e. Knight's Tour.

The previous problems have been resolved generally for the chessboard mxn, but we will
focus on a smaller 5x5, 6x6 and 7x%7 chessboard, respectively, in order to make chess
independence problems more accessible to pupils aged 6 to 11.

The reader can recall the movements of chess pieces (king, queen, rook, bishop and knight)
using e.g. (“Rules of chess”, Wikipedia). We only show the movement of a special piece named
kangaroo that was introduced in Mathematical Kangaroo (“Matematicky klokan 2015”).
A kangaroo moves three squares horizontally then one square vertically, or one square
horizontally then three squares vertically, see Figure 1.
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a b o d @ § @ h

Figure 1. Moves of a kangaroo

2. Tour for queen, rook and king

Finding a tour for a queen is very easy as we can see on Figures 2-7. We can use different
strategies in tours and we can also choose the different starting field (the starting field is
highlighted by red colour and the ending field is highlighted by blue colour). We notice that the
tours presented on Figures 2-4 can be used also for a rook or a king and the tours presented on
Figures 5-7 can be used also for a king. In the given examples, the queen always moves by only
one square. The queen could, of course, move more squares (such as the bishop in the next
section).

10 | 9 8 7 6

11 |12 | 13 | 14 | 15

20 | 19 | 18 | 17 | 16

21 | 22 | 23 | 24 | 25

Figure 2. Tour for a queen (rook, king) on 5x5
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36 | 35|34 |33 |3 31
9 11011 |28 |29 | 30
8 7 |12 | 27 | 26 | 25
5 6 |13 |22 |23 | 24
4 3 |14 |21 |20 | 19
1 2 |15 |16 | 17 | 18

Figure 3. Tour for a queen (rook, king) on 6x6

31 |30 |29 | 28 | 27 | 26 | 49
32 113 |12 | 11 | 10 | 25 | 48
33 |14 | 3 2 9 | 24 | 47
34 115 | 4 1 8 | 23 | 46
35116 | 5 6 7 | 22| 45
36 | 17 | 18 | 19 | 20 | 21 | 44
37 | 38 | 39 | 40 | 41 | 42 | 43

Figure 4. Tour for a queen (rook, king) on 7x7

Figure 5. Tour for a queen (king) on 5%5

1 123 3 | 25| 5
22 | 2 | 24 | 4 6
21 1 20 | 12 | 13 | 7
19 | 17 | 14 | 11 | 8
18 |15 |16 | 10 | 9
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3.

21 | 22 | 30 | 31 | 35 | 36
11 | 20 | 23 | 29 | 32 | 34
10 | 12 | 19 | 24 | 28 | 33
4 9 |13 |18 | 25 | 27
3 5 8 | 14 | 17 | 26
1 2 6 7 115 | 16

Figure 6. Tour for a queen (king) on 6x6

718 |9 |10|11]12]13
34| 6 | 24| 23|17 |16 | 14
35|33 | 5 | 25|22|18|15
36 | 46 | 32| 4 | 26| 21|19
37 | 47 | 45 | 31| 3 | 27 | 20
38 |48 | 49 |44 [ 30| 2 | 28
39 |40 | 41|42 | 43|29 | 1

Figure 7. Tour for a queen (king) on 7x7

Tour for bishop
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We recall that the tour problem for a bishop is formulated for one color. Finding the tour is
not very difficult, see Figures 8-10.

5 7 2
6 8
12 3 9
13 10
1 11 4

Figure 8. Tour for a bishop on 5x5
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6 11 2
17 7 12
18 8 10
14 3 9
13 16 5
1 15 4

Figure 9. Tour for a bishop on 6x6

12 6 15 2
10 17 24

9 14 5 23
18 1 20

16 4 22 7
25 19 13

3 21 8 11

Figure 10. Tour for a bishop on 7x7

4. Tour for knight
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Finding a tour for a knight is more complicated than the previously mentioned chess pieces.
Figures 11-13 illustrate possible solutions for chessboards 5x5, 6x6 and 7x7, respectively.

5 |16 |21 |10 | 3
22 |11 | 4 | 15| 20
17 | 6 | 23 | 2 9
12 | 25| 8 | 19 | 14

7 118 13|24 | 1

Figure 11. Knight's_Tour on 5x5
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1 11| 9 (32| 3 |18
26 | 31| 2 |17 | 10 | 33
15| 8 | 27 |34 |19 | 4
28 | 25|30 | 11 | 22 | 35

7 11412320 | 5 |12
24 129 | 6 |13 |36 | 21

Figure 12. Knight's Tour on 6x6

1 11223 |46 | 3 |14 | 25
22 149 | 2 |13 24|35 | 4
11 | 28 | 45 | 40 | 47 | 26 | 15
42 | 21 | 48 | 27 | 34 | 5 | 36
29 | 10 | 41 | 44 | 39 | 16 | 33
20 1 43| 8 |31 |18 |37 | 6

9 |30 19 38| 7 |32 |17

5. Tour for kangaroo

With respect to the movement of a kangaroo, the tour problem for this chess piece is
formulated only for one color as in the case of bishop, see Figures 14-16.

Figure 13. Knight's_Tour on 7x7

5 3

8 10 12
1 7

6 4 2
9 11

Figure 14. Tour for a kangaroo on 5%5
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14 6 2
5 3 13
10 16 18
15 7 1
4 12 8
11 9 17

Figure 15. Tour for a kangaroo on 6x6

14 18 6
19 7 15 17
24 20 10
13 11 5 21
8 2 16
1 23 9 3
12 4 22

Figure 16. Tour for a kangaroo on 7x7

6. Conclusion

We were interested in some chess piece tour problems that can be solved by pupils aged
6 to 11. A special attention was focused on a special piece named kangaroo.

To solve the previous problems pupils can use a squared paper or they can use some
computer application, see e.g. (“Chess Diagram Setup”).

Some of the previous problems are very simple (such as the problem with Figure 2) and
pupils can solve them very quickly. Some problems may be more difficult to some pupils aged
6-11 (such as the problem associated with Figure 13). In this case, pupils can try to travel the
figure as long as possible. Solving the previous problems may be preceded by solving some
preparatory tasks, such as the task of getting a chess piece from one chessboard field to another.
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Abstrakt

Za dulezity identifikator kvality vyuky byvéa Casto povaZovan vztah Zakt k danému
predmétu. Vztahem zakl k matematice se zabyva mnoho vyzkumd, cilem naseho bylo nalezeni
incentiv, tedy pohnutek, resp. podnétd, které vedou ke zmé&nam postoje zaki 1. stupné ZS
k matematice. Postupovali jsme metodou pozorovéni, a to jak strukturovaného, tak
nestrukturovaného. Po dobu Sesti mésicti jsme sledovali 22 zakd 1.-5. ro¢niku ZS, po 3—4
zacich z kazdé Skoly. Na zakladé¢ ziskanych dat jsme identifikovali soubor osmnacti incentiv,
kterymi se budeme zabyvat v pokracujicim vyzkumu.

Klicova slova: kvalita vyuky, vztah 274kt k matematice, strukturované pozorovani,
nestrukturované pozorovani, incentivy zmény vztahu zaki k matematice

INCENTIVES TO CHANGES OF PUPILS’ ATTITUDE TOWARDS
MATHEMATICS IN PRIMARY SCHOOL

Abstract

Pupils’ attitude towards a particular subject is often considered as the important identifier
of the quality of teaching. There are a number of researches that focus on pupils’
attitude towards mathematics. The main goal of our research was to find the incentives, stimuli,
that result in changes of primary pupils’ attitudes to mathematics. As the research method, we
used both structured and non-structured observation. For six months, we were observing 22
pupils from 1st—5th grades of primary school, 3—4 pupils from each school involved in the
research. Based on the collected data we developed a set of 18 incentives. These incentives will
be further considered in our following up research.

Keywords: quality of teaching, pupils’ attitudes towards mathematics, structured observation,
non-structured observation, incentives to changes of pupils’ attitude towards mathematics

1. Uvod

Katedry matematiky a didaktiky matematiky pedagogickych fakult Ostravské univerzity
a Karlovy univerzity v oblasti pedagogického vyzkumu v didaktice matematiky dlouhodobé
spolupracuji. Soucasny vyzkum je pokracovanim vyzkumu (Zemanova, Jirotkova 2017), jehoz
cilem bylo odhalit a popsat incentivy' posunli v pedagogickém piesvédéeni studentii uitelstvi

! Pojem incentiva — incentiva posunfl, zmény, incentiva pfispivajici k posunim, incentiva u z&kt apod.
pouzivame ve smyslu podnétu, motiva¢niho impulzu ke zméné, k posunu, jevu z riznych oblasti vyuky, ktery
prispiva zlomu ve vztahu k uceni se matematice, k vyuce v hodinach matematiky, k uciteli.
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1. st. ZS. O vyzkumu incentiv u praktikujicich ugiteld 1. st. ZS referovali Hejny a Jirotkova ve
svém piispévku P¥i¢iny zmén edukaéniho stylu uéitele v matematice na konferenci CAPV 2012
(nepublikovano). Pro identifikaci incentiv pfispivajicich k posunim ucitelova vyucovani
vychézeli z vytvoieného nastroje 20 parametrii charakterizujicich edukacni styl ucitele (Hejny,
2012, Jirotkova, 2012). Zkoumany byly zejména ty posuny ve vyucovani a jejich pficiny, které
vedou k vyssi intelektudlni autonomii a tvotivosti zaki.

Edukacni styl ucitele a vztah zdka k matematice spolu tzce souvisi. I. SmetaCkova
v (Smetackova, 2018) potvrzuje jak vysledky vlastnich, tak i zahrani¢nich vyzkumii (Hoffman,
2010; Pajares, Graham, 1999), Ze ¢im je matematika oblibenéjSim pfedmétem u zaka, tim lepsi
jsou jejich vysledky. Proto se nyni naSe pozornost zaméfuje na zika 1. st. ZS a zkoumani
incentiv jeho posunt ve vztahu k matematice. Ve zminénych vyzkumech se uvadi, ze efektivitu
piinasely zmény, ktery se tykaly posunt vyucovaci strategie ucitele smérem ke konstruktivismu
a rozvoje autonomie zéka a jeho intelektualniho sebevédomi (self-efficacy). Pii tvorbé scénaie
vyzkumu jsme dale vyuzili ¢asti vysledkti vyzkumu K. Bachrata, H. Bachraty (2018,
nepublikovéano), ktefi po dobu nékolika let realizovali pozorovani zakli ve vyuce matematiky
1. stupné v jedné t¥idé ZS Kontesinec, Cesky T&3in, a na zakladé vysledkt formulovali soustavu
jevit ovlivityjicich kvalitu vyuky z pohledu Zidka. V ramci naSeho vyzkumu jsme jimi
navrhovanou soustavu modifikovali a vyzkum provedli na vétSim vzorku zaku, ro¢nikd, tfid
a §kol. Vzali jsme téZ v uvahu vysledky vyzkumi v (Pavelkovéa, Skaloudové, Hrabal 2010)
a (Pavelkova, Hrabal 2013), které dokladaji korelaci mezi postojem zaka k pfedmétu a zakovou
percepci dan¢ho predmétu.

2. Cil vyzkumu

Jako dulezity indikator kvality vyuky byva povazovan vztah 74kl k vyu€ovanému predmétu
(Stehlikova, 2007). Tuto skutecnost respektuji 1 hodnotici nastroje pouzivané v soucasné dobe
Ceskou $kolni inspekci. V posledni dobé probéhlo nékolik vyzkum, které se zabyvaji vztahem
zaki k matematice. Hrabal a Pavelkova (2010) porovnavaji oblibenost matematiky vzhledem
k ostatnim pfedmétim. Chval (2013) porovnava vztah k matematice zakt od 4. roéniku ZS az
do 4. ro¢niku SS a ukazuje na vyrazné klesajici oblibu matematiky s pfibyvajicimi lety Zaka.
Smetackova (2018) se zabyva dvéma faktory, které ovlivituji vztah zaka k matematice, a sice
externi hodnoceni (zndmka na vysvédceni) a sebehodnoceni (self-efficacy). Kritickym vékem,
kdy se méni vztah zakt k matematice, je piechod z 5. do 6. ro¢niku ZS. P¥i¢inami silného
propadu oblibenosti matematiky se zabyva ve svém vyzkumu Vernerova (2019). O vyrazné
Spatném vztahu naSich zZaki k matematice také hovoti vyzkumy PISA (Tomasek, Fryzek, 2013).
Tato alarmujici zjisténi jsou diivodem, pro¢ se vztahem zakid k matematice zabyvame. Cilem
naseho vyzkumu je identifikace incentiv, které vedou ke zménam postoje zakd 1. stupné ZS
k matematice a tim pak také k efektivnéjSimu uceni.

3. Metodologie

Pro identifikaci incentiv jsme vyuzili systematické pozorovani 22 vybranych zakh ve
standardnich vyuovacich hodinach matematiky na 1. stupni ZS, a to jak nestrukturované, tak
strukturované. Pozorovani probéhlo v Sesti zakladnich Skolach, v kazdé Skole v jedné tiidé
1. stupné, tii zaka. Kritériem volby Skoly byla dojezdové vzdalenost, kritériem volby tfidy byl
dasledny konstruktivisticky ptistupu ucitele k vyuce matematiky. Ptistup k vyuce posuzujeme
dlouhodobé sledovanim prace uéitele v jeho hodinach matematiky. Zaky vybral tiidni ugitel
tak, aby reprezentovali skupinu zaki v matematice hodnocenych nadprimérné, primérné
a podpriameérné. Data podle nasich pokynii shromazd'ovalo 42 proskolenych studenti 3. ro¢niku
oboru Ugitelstvi pro 1. stupent ZS s frekvenci jednou tydné po dobu $esti mésicti (zaif 2018—
unor 2019), pricemz stejného zdka vzdy stfidavé pozorovali nezavisle na sobé dva rizni

47



Elementary Mathematics Education Journal 2020, Vol. 2, No. 2
ISSN 2694-8133

studenti, s vyjimkou dvou zaki, kteti byli pozorovani kazdy jen jednim studentem. Vétsi pocet
pozorovatell vnasi do zaznami pozorovani subjektivni faktor. Casteéné jsme ho eliminovali
dvéma nezavislymi pozorovateli jednoho zéka, avSak je stale potfeba s timto faktorem pocitat.

Nestrukturované pozorovani jsme realizovali jednou na zacatku a jednou na konci vyzkumu
a dale jako doplnéni kazdého strukturovaného pozorovani v prubéhu vyzkumu. Vytvofili jsme
volny popis jednani zaka v hodin¢ matematiky. Fakta v ném uvedena jsme porovnavali 1) mezi
dvéma hodnotiteli stejného zaka, 2) na pocatku a konci pozorovaného obdobi u jednoho
hodnotitele, 3) na poc¢atku a konci pozorovaného obdobi u jednoho zéka. Identifikovali jsme
vazby mezi jevy a chovanim zdka. Zaznamy daly také mnoho informaci o osobnosti studenta,
ktery zaznam poftidil. Tyto jsme porovnali s vysledky naSeho diivéjsiho vyzkumu (Studentsky
pohled na praktickou slozku ucitelské ptipravy v matematice 1. stupng). O nich se vSak v tomto
¢lanku zminovat nebudeme.

Pro strukturované pozorovani jsme formulovali jevy, které se tykaji jednak teSitelského
procesu zaka a jednak jeho momentalniho nastaveni mysli (ve smyslu Dweck, 2017). Vybrali
jsme takové jevy, které jsou snadnéji pozorovatelné, a tedy lze také evidovat zménu
v jednotlivych polozkéach. Snazime se pracovat s jevy, které nevyzaduji zdiivodnovani zameért
a postoju (Baird, 2001). Nicmén& musime pfipustit, ze 1 kdyz jsme se snazili jednotlivé jevy
vymezit a vyhnout se tak subjektivnimu pohledu pozorovatele, jist¢ dochazi k vlastni
interpretaci pozorovatele, ktery lépe vidi to, ¢emu dobie rozumi (Tower, Davis, 2002).
Vybrané jevy jsou: Uchopeni zaddni, Nabizena pomoc, Vyhledavana pomoc, Potfeba potvrzeni
autoritou, Rozpor mezi skutecnosti a interpretaci, Spravnost feseni, Hledani dalSiho feSeni,
Otevienost pifi netspéchu, Prace s vlastni chybou, Pracovni usili, Pracovni nasazeni,
Komunikace, Jin4 ¢innost. S témito jevy jiZ pracovali ve svém vyzkumu K. Bachrata a H.
Bachraty (2018, nepublikovano). Jejich vyzkum pilotné ovétil funkénost vybranych jeva pro
identifikaci incentiv zmény.

Pro kazdy jev jsme detailn€ vymezili kritéria a zpasob jejich hodnoceni, ¢ast zaznamového
archu uvadime v tabulce 1. Jevy 1-10 budou hodnoceny ano/ne, jevy 11-13 Skalou s péti stupni
od 1 (velmi) po 5 (viibec). Pozorovaci nastroje umoznily zdznam a vyhodnoceni aktudlnich
stavil a vyvoje v ramci jednotlivych jevil. Nastroje a jejich implementaci jsme piipravili tak,
aby bylo mozné stejné pozorovani na jiné skupiné zakt kdykoli opakovat a dosazené vysledky
porovnavat.

Tabulka 1. Strukturované pozorovani, hodnoceni jevl

2 ‘ Reseni loh — tloha 1 (doloZte text 1) ano | ne
1. Uchopeni zadani: Zadani ulohy uchopi

2. Nabizena pomoc: Aktivné nabizi pomoc

a) transmisivni: Vysvétluje spoluzakovi/spoluzdktim
b) konstruktivisticka: Vede spoluzéka/spoluzaky
k pochopeni

3. Vyhledavana pomoc: Aktivn¢ vyhledava pomoc
a) uucitele
b) u spoluzaka/spoluzakii

Potieba potvrzeni autoritou

Rozpor mezi skuteCnosti a interpretaci

Spravné feseni: Ulohu vyiesi spravné
Dalsi feseni: Aktivné hleda vice feseni

Otevrenost pfi netispéchu: Priznava, ze nerozumi

0| 00| 2| o »|

Prace s vlastni chybou: Chybu uzna, opravi
10 Usili: Neptestava fesit, ackoli mu to nejde
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11. Pracovni nasazeni: Ma podil na vyfeseni ulohy ano ne
12. Komunikace: Zapojuje se do diskuze

a) se spoluzakem ano ne
b) se skupinou spoluzakt/tiidou ano ne
¢) sucitelem ano ne
13. Jina Cinnost: DEl4 néco jiného, nez matematiku ano ne

4. Vysledky

V tabulce 2 uvadime piehled pozorovanych zakl a jejich pozorovatelli na jedné Skole.
Pozorovani Zaci jsou oznaceni Z-01 (silny), Z-02 (prumérny), Z-03 (slaby), pozorovatelé
silného zédka P-01-1, P-01-2, primérného P-02-1, P-02-2 a slabého P-03-1, P-03-2. Obdobny
zaznam pouzivame pro dalsi skoly.

Tabulka 2. Identifikace zakl a pozorovateld na jedné Skole

7S A

uroven zZiaka pozorovani Zaci pozorovatel 1 pozorovatel 2
silny Z-01 P-01-1 P-01-2
primérny Z-02 P-02-1 P-02-2

slaby 7-03 P-03-1 P-03-2

V tabulce 3 uvadime pro ilustraci hodnoceni pozorovaného zaka Z-03 pozorovateli P-03-1
(sloupce vysedivény) a P-03-2 v tydennich intervalech. Vodorovné zahlavi udava identifikator
pozorovatele a datum pozorovani, svislé zahlavi identifikator pozorovaného jevu. Jevy 1-13
hodnoceny ano/ne znac¢ime 1/0 (1 — ano, 0 — ne), jevy 11-13 hodnoceny Skalou 1-5 znac¢ime
umisténim na Skale 1 (velmi) — 5 (viibec). Obdobny zaznam pouzivame pro dalsi zaky.

Tabulka 3. Strukturované pozorovani zdka Z-03, hodnoceni jeva 1-13

. P-03-1- | P-03-2- | P-03-1- | P-03-2- | P-03-1- | P-03-2- | P-03-1- | P-03-2- | P-03-1- | P-03-2- | P-03-1- | P-03-2-
IV 11810, [25.10. |or11. [08.11. |15.11. [22.11. |29.11. [06.12. |13.12. [20.12. |17.01. [24.01.
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2a 0 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0
2b 0 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0
3a 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 1 0
3b 1 0 1 1 1 0 0 1 1 1 0 0
4 0 0 0 1 0 1 0 0 0 1 1 0
5 1 0 X 0 X 0 1 0 1 0 0 0
6 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1
7 0 1 X 0 X 1 0 0 0 1 1 0
8 0 0 1 1 1 0 1 0 1 0 1 0
9 0 0 X 0 X 1 1 1 1 1 1 1
10 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
11 3 2 2 2 2 1 1 2 1 1 2 2
12a 1 2 1 2 1 1 1 2 3 2 4 3
12b 1 2 1 5 1 1 2 3 5 4 3 5
12¢ 1 2 1 4 1 1 3 3 1 3 2 5
13 3 5 3 5 3 3 2 3 5 3 4 5
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Pozorovani 1: Nestrukturované pozorovani téhoz Zzaka na zacatku obdobi popsal
pozorovatel P-03-1 takto: ,, Josef mel priklad vypocitany rychle a spravné, proto Sel k dvojici
spoluzacek, které v tom mély problém, a sam jim vysvetloval, jak na vysledek prisel. Tato situace
je ditkazem toho, Ze Josef se snazi vyuZivat své znalosti z matematiky. Zdk (podle ucitelky) ma
obcas problém s poznavanim cislic, proto jsem na néj byla zvédava, ale po téchto dvou
hodindach se mi nezdadlo, ze by mél néjaky vyraznéjsi problém. Ba naopak, v hodiné druhé, ktera
byla orientovana na geometrii, mely deti za ukol nakreslit na papir, jakymi parketami by dany
rozmeér (4x3) vyplnily. Mely za ukol pouzit pouze 3 ks parket s libovolnou velikosti, ale musely
byt 3. Tento ukol mél prvni spravné pravé pozorovany Josef. Zirejmé nemad problém
S prostorovou orientaci. Podle IVP je pro Zaka diilezita motivace a podpora, kterou pani
ucitelka vyresila v ramci nalepek. Josef téchto nalepek ma v sesité vice, proto je videt, zZe se
opravdu snazi. Pani ucitelka mi sama potvrdila, Ze sledovany Zak je prirozené inteligentni, ma
velky rozhled v jinych oblastech. Je velmi aktivni, snazi se zapojovat do chodu tiidy. Zdik
V hodinach nevyrusuje, kdyz néco chce, vzdy se prihlasi a ceka na vyvolani. Vsimla jsem si vSak
jedné veci a to té, zZe si potrebuje po zadaném zadani sam oveérit, zdali ukol pochopil dobre
a zdali to ma délat takto. Mnohdy se jedna jen o prikyvnuti od pani ucitelky, ale i toto prikyvnuti
je pro Josefa diilezité.

Pozorovani 2: Nestrukturované pozorovani téhoz zdka na zacatku obdobi popsal
pozorovatel P-03-2 takto: ,,Na Zdkovi mne zaujal jeho netypicky vzhled (dlouhé viasy)
a opravdu velka chut do prace. Josef bez problémii zapadl do kolektivu tridy. Je usmévavy,
pousti se do her spoluzdaku o prestavkach. V pritomnosti praktikantek se choval naprosto
prirozené. Jako kazdé zvédavé dité se na nas obcas podival, ale nijak jsme neovliviiovaly jeho
vkon. V hodindach se snazi radit spoluzdkovi, avsak nevyrusuje. Josef patii mezi velmi aktivni
Zaky. Jde videt, Ze je velmi zapdaleny pro vyuku (neustale se hlasi). Do vSech aktivit se Josef
vrha po hlave. Obvykle ma problémy s vysvétlenim pojmu, kdy zna spravné reseni, ale nedokaze
jej spravné formulovat, utridit myslenky. Napr. nedokdzal sprdavne vysvetlit rFeseni ulohy
V prostredi Vystaviste, ale spravné ji vyresil. Jeho spoluzacka Lea se toho ujala a zkonzultovala
to s nim. Josef se v nékterych cinnostech ukdazal i jako viidci typ, kdy organizoval priibéh reseni
ulohy (Zaci sedeéli v krouzku a pokladali papirky s ¢isly do prostiedi Vystavisté). Pokud si Josef
nevi rady (napr. pri samostatné prdaci), zZada o pomoc pani ucitelku. Vsimla jsem si, zZe je Josef
casto vyvolavan pani ucitelkou, ktera se snazi o jeho posun. Pro tohoto Zdka je slovni pochvala
velkou motivaci. Vidi v uciteli oporu, protoze se na nej obraci velmi casto a ujistuje se, zda
vyresil priklad spravné atd.

Pozorovani 3: Nestrukturované pozorovani téhoz zaka na konci obdobi popsal pozorovatel
P-03-2 takto: ,,Josef je stdle aktivni, premysli nad problematikou a zapojuje se do diskuse. Jeho
zdapal v hodindch se nemeéni, stdle je aktivni a s chuti se pousti do vSech aktivit. Tési ho, kdyz je
vyvolan k tabuli. Pozorovany Zak se neustdle zapojuje do aktivit, hldsi se a chce se podélit
0 postup reseni problemu. Vysveétli, pro¢ se v uloze napise véek, od kterého se odviji resSeni
dalsich prikladu, ale v sesite si pak sam nevi rady. Pokracuje v rozdilu cCisel v rade, avsak
nerozumi principu (rozdil 6 let) pokud se vraci ze zdkladniho véku zpét k narozeni. Jeho
spoluzacka Lea mu pomaha s resenim. Myslim si, Zze mu ,,doucovani“ od Lei pomohlo, protoze
po chvilce rozumél principu i v pripade, kdy se zadani zmenilo. Sam prisel na to, jak se pocita
obvod. Jozku nasobilka nezajima, bavi ho spise logické priklady nez mechanické uceni.
Nasobilku pocita pomoci n-tabulky.

V porovnavani textu nestrukturovanych pozorovani stejného zéka rtiznymi pozorovateli
jsme se zamétili na 1) shody, 2) rozpory a 3) tdaje, které se objevuji jen u jednoho z obou
pozorovatell. Zajimaji nds jevy vymezeny v tabulce 1, porovnavame pozorovani v piiblizné
stejném Casovém obdobi (rozdil 1 tyden). Pokud jev uvedou oba pozorovatelé, ma pro nés vétsi
vahu. Pokud je jev ve vypovédich pozorovatelt v rozporu, nema Zadnou vahu, ale budeme ho
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u pozorovaného zéka detailnéji sledovat. Jako ptiklad uvadime porovnani nestrukturovanych
pozorovani pozorovatelti P-03-1 a P-03-2 na zacatku obdobi, viz Pozorovani 1, Pozorovani 2.
Nachazime shody: snaha zaka nabizet pomoc ostatnim spoluzdkiim, snaha vyhledavat pomoc
u ucitele, potieba potvrzeni autoritou, potieba motivace ze strany ucitele, vysoké pracovni
nasazeni. Nenachdzime zadné rozpory. Jen jeden z pozorovatelii uvedl vedeni kolektivu
(organizace ¢innosti ve skupiné zaki).

V porovnavani textu nestrukturovanych pozorovani stejného zaka stejnym pozorovatelem
na zacatku a konci obdobi jsme se zaméfili na vyvoj jevi v nékterém z obou pozorovani
uvedenych. Zajimaji nas jevy vymezeny v tabulce 1. Jako piiklad uvddime porovnani
nestrukturovanych pozorovani pozorovatele P-03-2 na zacatku a konci obdobi, viz Pozorovani
2, Pozorovani 3. Sledujeme pracovni nasazeni (zlstava vysoké, nemeni se) a motivaci (stale
potfebna, navic se objevuje snaha o zviditelnéni).

K pfi¢indm posunu vztahu zdka Z-03 k pfedmétu zjist€énému porovnanim vypoveédi
Pozorovani 2 a Pozorovani 3 (Pozorovani 2 — zak nesdili feSeni se tfidou, nesnazi se vysvétlit
ostatnim podstatu problému a strategie feSeni, pfi potiZich o pomoc zada ucitele, Pozorovani 3
— zak se pokousi o sdileni feSeni se tfidou, snazi se vysvétlovat podstatu problému a strategie
feSeni, pii potizich pfijima pomoc od spoluzakll) fadime: pochvala ucitele, ujisténi autoritou
(ucitelem), kontrola spravnosti (pochopeni, postupu, vysledku), moznost uplatnéni (prezentace
pted ucitelem/tfidou), preference logickych uloh, vedeni kolektivu.

V databazi strukturovaného pozorovani, kterou jsme zatim sestavili pouze v kvantitativnich
datech (tabulka 3), jsou zajimavé zmény chovani Zzdka. Naptiklad v tabulce 3 uvedené zmény
na fadcich 2a (aktivné nabizend transmisivni pomoc — vysvétluje spoluzakiim) a 2b (aktivné
nabizena konstruktivistickd pomoc — vede spoluzéky k pochopeni). Zak do 22. 11. v téméf
kazdém pozorovani ob¢é formy pomoci nabizel (coz koresponduje s nestrukturovanym
pozorovanim), od 29. 11. uz nikdy. Zajima nas, co bylo diivodem této zmény. Co by mohlo
pomoci zakovi tlumit transmisivni pfistup a posilovat konstruktivisticky, kdyz je schopen
obou? Ve stejné hodiné bylo jeho pracovni usili velmi vysoké a do diskuze se zapojoval
maximalné (tabulka 3, fadky 11, 12a—c). Jednou z mozZnosti je, Ze u Zaka doslo k mensi ztraté
motivace, nebot’ pro n¢j tlohy uz nebyly vyzvou. Nebyly pfimétené jeho kognitivni trovni.
Nejdiive se orientoval na pomoc ostatnim zdktim, ale ochabnuti motivace oslabilo i tuto jeho
aktivitu.

Dalsim zdrojem jsou nestrukturovana pozorovani z tohoto obdobi. Pozorovatel P-03-1 dne
29. 11. zaznamenava: ,,Josef si na tabulku nakreslil primo schody, na kterych se pohyboval
fixem dopredu a dozadu a redalné si to predstavil. Vysledek mél spravné, podobné jako cela
trida. Po uchopeni tohoto cviceni pani ucitelka vzala deti na realné schodiste, kde jsme s détmi
pracovali ve skupinach. Pani ucitelka déti rozdélila do skupinek po 4 a kazda skupinka méla
nas praktikanty jako své dospélé dohlizejici. Na schody jsme si se zdky vyskladali ¢isla od 0 az
9. Kazdy praktikant mél u sebe listecky s danymi priklady napviklad 5 ——— ? «—«—6—72.
Nejprve jsem zakim priklady diktovala, ale potom pro zaktivizovani Zakii jsem kazdému ve
skupinky dala listecek s podobnym prikladem a Zaci si navzajem rikali priklady a kontrolovali
se... Méla jsem ve skupiné zrovna vsechny kluky, takzZe jsem mohla pozorovat jak Josefa, tak
Vojtu, Matéje a Simona. Vsichni dané zadani zvladli s prehledem, neobjevil se Zadny problém.
Zda se, jako by zak ptebiral roli ucitele, ktery v konstruktivistické vyuce vSechnu intelektualni
¢innost ponechava na Zacich. Josef tillohu rychle a spravné vyftesi, ujisti se o spravnosti feSeni,
nepotiebuje pomoc a dale organizuje ¢innost ostatnich.

5. Diskuze

Na zdklad¢ analyz zadznaml nestrukturovaného pozorovani vSech 22 zakli jsme
zformulovali jevy, o kterych spekulujeme, ze u zakt vedly ke zméné jednani a mizeme tak
o nich v del§im horizontu uvazovat jako o ¢initelich ovliviuyjicich vztah zak k matematice.
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Tedy je mizeme povazovat za incentivy posunu zakova vztahu k pfedmétu. Zapisujeme jev,
pokud se v zaznamovém archu alespoii jednou vyskytl. 18 identifikovanych jevl jsme rozttidili
do Sesti skupin:

KOGNITIVNI

e preference typu tloh (algoritmické, logicke),
METAKOGNITIVN{

e potieba kontroly (zadéani, postup, vysledek),

e pouzivani pomiicek,

e preferovana forma prace (individudlné, ve skuping),
OSOBNOSTN{

e potieba pomahat,

e potieba autority (ucitel),

e potieba vedeni kolektivu,

e moznost uplatnéni (sdéleni feSeni, zviditelnéni pied uclitelem/tiidou, piijeti

pomoci),
e stydlivost,
SOCIALNT{
e vztahy v kolektivu (kamaradi, vazby se spoluzédky, posmé&ch, obdiv, uznani,
respekt...),
e respekt ucitele,
INTERAKTIVN{

e pochvala ucitele,
e podpora rodiny,
TYKAIJICI SE KLIMATU TRIDY
e strach a radost,
e nuda,
e bezpedi,
e atmosféra ve tfid¢ (volny pohyb).

Vétsina uvedenych jevl a jejich vliv na efektivitu vyuky je diskutovdna v mnoha studiich
v oblasti jak psychologie, tak didaktiky matematiky. Naptiklad J. Boaler uvadi v (Boaler, 2016)
vysoce pozitivni vliv na vykon zdka respekt, uznani a pochvala ucitele, Smetackova
v (Smetackova, 2016) zminuje vyzkumy prokazujici souvislost metakognice se Skolnimi
vykony a ucenim se. Ve svych vyzkumech se zabyvd mimo jiné vlivem osobnostnich jevl
a jevu, tykajicich se klimatu tfidu na vykon zak.

Uvadime nékolik vybranych zkracenych zapisi nestrukturovaného pozorovani, kde jsou
incentivy dobfe identifikovatelné:

Pozorovani 1: ,, Vendulka neni pasivnim Zdakem do té doby, dokud nemusi néco rikat nahlas
pred spoluzaky — do diskuzi se nezapojuje, hlasi se obcas, pani reditelku poprosi o pomoc jen
ojedinéle — radeji se zepta kamarada v lavici, se kterym si vzajemné pomahaji. V pripade, Ze si
nevi rady, prizna si to a nejprve se snazi najit reseni sama a az poté hleda pomoc. ““ Incentivou
posunu postoje k matematice zakyn¢, kterd se jevi jako introvertni, by mohlo byt ponechéni
prostoru pro autonomii (preferovana forma prace).

Pozorovani 2: Ocividné tato uiloha Matéje velmi bavila, protoze se horlivé zapojoval do
cinnosti. Dobrovolné se hlasil o slovo, aby mohl vyslovit své otazky, které ho vedly ke
spravnému vysledku. Pri pozorovani jsem zaznamenala, Ze se Matéj plné soustredi na ulohu,
nejspise protoze ho zajimd. Dokonce se ani nekouka ke spoluzacce, se kterou sedi, coz je pro
néj nezvyklé. Casto si nevéii a radéji se ujisti tim, Ze si sviyj vysledek zkontroluje se spoluzackou.
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Ale tentokrat tomu tak nebylo, zda se, zZe je, vice sebejistéjsi. “ Incentivou pro vzbuzeni zajmu
o matematiku, pro rast autonomie a intelektudlniho sebevédomi by mohla byt nabidka
zajimavych a ptiméfené obtiznych uloh.

Pozorovani 2: ,, Kdyz nakouknu, v§imnu si, Ze Jasminka nevi, co ma délat, pouze pise to, co
Jji Fekne David. Snazila jsem se Jasminku navadet tak, aby na to prisla sama. Myslim, Ze se nam
to povedlo. ““ Incentivou zmény vztahu zékyné k pfedmétu by mohl byt riist jejiho sebevédomi
zpisobeny radosti ze samostatné vyfeSené ulohy.

Vysledky jsme nésledné interpretovali zejména pro vyuziti v ptipravé budoucich ucitela
1 systému dalsiho vzdélavani pedagogickych pracovnikil, véetné formulace scénate pro metodu
kombinovaného dialogu. Nékteré incentivy zjiSténé u zaka a budoucich ucitelll jsou shodné,
nékteré se sebou souviseji a nekteré se vylucuji. Napft. ucitelé: ,,Neumime rychle reagovat na
neobvyklad feSeni®, Zéci: ,.Bavi nas hledat neobvykla feSeni®, ucitelé: ,,Nepodporujme
soutézivost zaku, ale spolupraci®, zaci: ,,Chceme vice soutézi, byt prvni®.

6. Zavér

I kdyz pro relativné maly vzorek respondentli neni mozné €init zobecnujici zavéry, prinasi
nas vyzkum z hlediska didaktiky matematiky a pfipravy ucitelli zajimavé vysledky a jsme
presvédceni, Ze stoji za to v ném pokracovat v nasledujicich letech. Zaméfime se na
strukturované pozorovani vybranych jevi tak, Ze po celou vyucovaci hodinu bude pozorovan
pouze jeden z nich. Ocekavame, ze pozorujici studenti — budouci ucitelé¢ v dalSim
nestrukturovaném pozorovani uz budou velmi dobfe schopni zachytit relevantni jevy v jejich
vyvoji, ¢ehoZz v pocatcich pozorovani schopni nebyli. Vyzkum tak pribézné piinasi rovnéz
zlepSeni kvality pozorovacich schopnosti budoucich ucitel. Dale budeme pozorovat, jak
budouci ucitelé, kteti z predchoziho pozorovani zakl védi o incentivach posunu vztahu zaka
k matematice, dokaZi tyto znalosti aplikovat ve své vlastni vyuce ve prospéch narastu kvality
vyucovani.
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